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Nota: Justifique resumidamente as suas respostas.

(1) Seja L uma extensao de um corpo K e a € L.
(a) O que significa dizer que « é algébrico sobre K?
(b) Sabendo que « é algébrico sobre K, defina polinémio minimo de « sobre K.

(2) (a) Mostre que Zz[z]/ < 2 4+ x + 1 > é um corpo. Indique a caracteristica e o niimero de

(b)

elementos deste corpo. Construa as tabelas de Za[z]/ < 2® + 2z + 1 >.
Zs[x]/ < £2 41 > é um corpo? Justifique.

(3) Verifique se os seguintes polindmios sao irredutiveis sobre Q:

pla)=2*—222-3,  q(z) =22" + 62° + 9z + 15.

Em caso negativo, factorize-o em polinémios irredutiveis.

4) (a)

(b)

Determine
(i) Q(V3, ) para cada uma das raizes o de p(x) = 2* — 222 — 3.
(ii) o inverso de av+ 1 em cada uma das extensoes da alinea anterior.

Mostre que Q(v/3,4) = Q(v/3 + i).

RESOLUCAO:

(1) (a)
(b)

a € L diz-se algébrico sobre K se existe um polinémio p(z) nao nulo em Klz| que tem «
como raiz, isto é, tal que p(a) = 0.

Se « ¢ algébrico sobre K, consideremos o ideal I = {p(z) € K|[z] : p(o) = 0}. Como K
é um corpo, I é um ideal principal de K|z| e tem-se entao I =< m(x) >, com m(z) um
polinémio ménico em K[z]. O polinémio m(x) é precisamente o tinico polinémio ménico
e irredutivel em Klz| que tem « como raiz. A este polinémio chamamos o polindmio
minimo de a sobre K.

Sabemos que sendo K um corpo, o anel quociente K|[x]/I, é um corpo se e s6 se I é um
ideal maximal de K[z]. Como em KJz] todo o ideal é principal, isto equivale a dizer que
I =< p(z) > com p(zr) um polinémio irredutivel sobre K. Zs = {0,1} um corpo. O
polinémio z2 +z + 1 tem grau 2 e nio tem raizes em Zy, entdo ele é irrredutivel sobre Zs.
Podemos agora concluir que Zsg[x]/ < 22 + 2 + 1 > é um corpo.

Se p(x) € Zs[z], pelo algoritmo da divisdo valido em Zs[z], tem-se p(z) = q(x)(z? +z +
1) +7(z) com r(x) € Zs[x] um polinémio de grau 0 ou 1. Ou seja, p(z)+ < 22+ 1+ 1 >=
ar +b+ < 22+ +1 >, com a,b € Zy, e Zo[x]/ < 2>+ +1 >= {0,1,7,z + 1}.
(Escrevemos m = p(x)+ < 22+ x + 1 >). Este corpo tem quatro elementos e tem
caracteristica 2, pois 1 +1=0e 1 # 0.

As tabelas deste corpo sao

+ 0 1 T T+ 1
0 0 1 T r+1
1 1 0 z+1 x
T T T+ 1 0 1
z+1|xz+1 T 1 0
X 0 1 x z+1
0 0 0 0 0
1 0 1 x z+1|
T 0 T r+1 1
z+1]|0|x+1 1 T




(b) Como 22 + 1 é redutivel em Zy[z], pois 22 +1 = (z + 1)(z + 1) com x + 1 € Zs[z], tem-se
O=<z?+1>=22+1+ <2’ +1>= (v + 1+ <22+ 1>)(z+ 1+ < 2?2 + 1 >). Logo
Zs[z]/) < 2% + 1 > tem divisores de zero e consequentemente nio é corpo.

(3) O polinémio ¢(z) = 2z° + 623 + 9z + 15 é irredutivel sobre Q pelo critério de Eisenstein.
Usando este critério com o primo p = 3, verificamos que 3[15,9,0,6,0, 312 e 32 { 15.

Um polinémio em Klz|, com K corpo, diz-se redutivel sobre K, se o pudermos escrever
como o produto de dois polinémios em K|z|, ndo constantes, e de grau inferior.

O polinémio p(z) = x* — 222 — 3 tem grau quatro. Para ele ser redutivel sobre Q ter-se-4
de escrever ou como (1) produto de um polinémio de grau 1 por um de grau 3, ou como (2)
produto de dois polinémios de grau 2, em Q[z]. Mas como £1 e £3 nao sao raizes de p(x),
concluimos que p(z) ndo tem ra’izes racionais. Isto significa que p(z) ndo se factoriza num
produto de um polinémio de grau 1 por um de grau 3. Resta a possibilidade de escrever
p(z) = (22 + bz + ¢)(z? + bz + ¢) onde a,b,c,a’,V/,¢ € Z. Da igualdade de polinémios
2t =222 -3 =2+ (b+ V)23 + (c+ + b0 )ar + (b’ +'c)x + cc’ somos conduzidos ao sistema

b+b =0
c+c +bb = -2
b +bce=0
cd = =3
b =—b
c+cd —b2=-2
b —bc=0&blc—d)=0b=0Vc="

cd = -3
Se ¢ = ¢ vem ¢ = —3 o que é impossivel porque ¢ € Z. Se b = 0 vem
V=b=0
c+cd =-2
cd = -3

Multiplicando a segunda igualadade por ¢ vem

¥=0b6=0
A4+de=-2cc*+20—-3=0=c=1Ve=3
cc = -3

Neste caso temos z# — 212 —3 = (22 +¢)(2?+¢) = (22 +1)(2®> —3) com 22 -3, 2%+1 € Z[z].
Estes polinémios sao de grau 2 e as suas raizes, respectivamente, +1/3, i sdo néo racionais.
Portanto, x? — 3, a2 + 1 sdo irredutiveis sobre Q, e 2 — 222 — 3 = (22 + 1)(z2 - 3) é a
factorizagao em factores irredutiveis sobre Q.
(4) (a) O polinémio minimo de v/3 sobre Q é 2 — 3 € Z[z] pois é ménico e irredutivel sobre Q
e tem /3 por raiz. Logo [Q(v/3) : Q] = 2 e {1,v/3} é uma base de Q(v/3) como espaco
vectorial sobre Q. Vem entao

Q(V3,V3) = Q(v3,-V3) = Q(V3) = {a + bV3 : a,b € Q}.

Pelo Teorema da Torre, vem

[Q(V3,1) : Q] = [Q(V3)(i) : Q(V3)[Q(V3) : Q] = 2[Q(V3) (i) : Q(V3)].
O polinémio minimo de i sobre Q(v/3) é 22+1 porque é um polinémio em Q[z] € Q(v/3)[x]
de grau dois e nao tem raizes neste corpo. Caso contrario, existiriam a,b € Q tais que
i=a+b/3€eRo que é absurdo.
Logo [Q(+v/3)(i) : Q(+/3)] = 2 e {1,i} é uma base de Q(v/3)(i) como espaco vectorial sobre
Q(v/3). Vem entdo [Q(v/3,i) : Q] = 4 sendo {1,v/3}{1,i} = {1,+/3,4,iv/3} uma base de
Q(v/3,14) como espaco vectorial sobre Q. Donde

Q(V3,i) = Q(V3,—i) = {a+ bV3 +ci +div3:a,b,c,d e Q}.
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() A =528 = ~1/2+V3/2 € QWA —h = 12— V3/2 1i= —i; 1/(~i) =

V3+1 —V3+1
i € Qi) C Q(V3,4).

() Q(V3+14) CQ(V3,4) e 1/(V3+1i) =v3/4—i/4 € Q(v3+1). Logo, V3 —i € Q(v3+1)
e portanto também V3+i+ V3 —1i=2V3o0uainda V3 € Q(\/g + 7). Analogamente
V3+i—+V3=ie€ Q(V/3 4 i). Temos entdo V3.,ie€ Q(\/g + i) o que implica Q(v/3,7) C
Q(v/3 + ). Das duas inclusdes anteriores obtemos Q(v/3 + 1) = Q(v/3, 7).



