Ano lectivo 2002/03 Exame de Geometria Diferencial

25/6/03

Justifique convenientemente as suas fesposta.s e indique os principais célculos I

Duragéo: 2h 30m

1. Sejama € Rere€ R+. Considere a curva Yr,a : R — R3 definida por

8 . 8 8
Tral(8) = (rcos 3,rsm3,az),

onde b = vr2 + a?.
a) Determine a curvatura e a.torsdo de v q.
Tria
(b) Mostre que as rectas normais a 7, sdo ortogonais ao eixo OZ. -
c) Mostre que o dngulo definido pelo eixo OZ e pela recta tangente a v, , em cada v, 4(38
ra Y
o« é constante. :

2. Co;sidere, para cada a € R, a curva
Y: R — R3
t +— (e cost,esint,e™).
(a) Verifique que, se a < 0, 7, tem comprimento finito em [0, +o00 e calcule-o.
(b) Para que valores de a é que 7, ndo estd parametrizada por comprimento de arco? Para
e esses valores, determine uma reparametrizacao por comprimento de arco de 7,.

3. (a) Enuncie o Teorema Fundamental das Curvas.

(b) Determine as curvas v : R — R3, parametrizadas por comprimento de arco, que tém

curvatura constante e torsao constante.

4. Indique, sem justificagdo, um exemplo de:

/\./ (a) duas hélices generalizadas.
(b) uma superficie ndo orientével.
(¢) duas quidricas que sejam superficies de revolugdo.
. ﬁ(d) uma, superficie regrada.

5. Sendo p(x,y) = ax? + by® + cxy + dz + ey + f (a,b,¢,d, e, f € R) um polinémio arbitririo
de grau 2 nas duas varidveis z e y, considere

Sp={(z,4,2) € R® | z = p(z,9)}.

(a) Mostre que Sp é uma superficie.

(b) Prove que, para cada p, todos os pontos de S, sdo elipticos ou todos os pontos de Sy
sdo hiperbélicos ou todos os pontos de S, sdo planares ou parabélicos.
Para que polinémios p € que os pontos de Sy sdo todos elipticos? E hiperbélicos?

(v.s.£f.)



6. Considere as superficies e

*

={(z,9,2) €R® |y =0,|z| < 7/2}

={(z,y,2) eR* | s®+¢? =1, y> 0}

!

esejag: S — S deﬁmda por
g(x,0,z) = (sinz, cos z, 2).

(a) Prove que g é uma isometria.

(b) Sabendo que o caminho mais curto em S entre os pontos (£ ,—3) e (—3,% ,4)
define uma curva (regular) determine:
(i) o comprimento desse caminho;

(ii) esse caminho.
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