Ano lectivo 2004/05 Exame de Geometria Diferencial

6/7/05
Justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais calculos ‘
Duragdo: 2h30m

1. Considere a espiral logaritmica
v ]Rar — R?
t —— (e'cost,elsint).
(a) Calcule o comprimento de v em [0, 27].
(b) Determine uma reparametrizacao de v por comprimento de arco.
(c) Prove que o angulo entre v e o seu vector tangente é constante. Quanto mede esse

angulo?

2. Seja a uma constante nao nula. Determine uma funcao ¢ : R — R, nao constante, tal que

as normais principais a curva 7 : t — (acost,asint, p(t)) sejam paralelas ao plano z = 0.

3. Diga, justificando convenientemente a sua resposta, quais das seguintes afirmacoes sao

verdadeiras ou falsas. (Atenc¢ao: resposta sem a devida justificacdo nao serd cotada.)

(a) Toda a curva plana é uma hélice generalizada.

(b) Seja vy uma curva parametrizada por comprimento de arco e com curvatura constante.
A curva a definida por a(s) = [; By(u)du é uma curva de torsao constante.

(c) Se v : I — R é uma hélice generalizada (cuja curvatura nunca se anula) entdo o
quociente 7, (t)/r(t) é constante ao longo de t € 1.

(d) Todo o difeomorfismo equiareal é uma isometria.

4. (a) Seja S = f~!(a) uma superficie, onde f : U C R® — R ¢ uma aplicacio C™ e
a € f(U) é um valor regular de f, e seja p um ponto de S. Deduza uma equagao para
o plano tangente a S em p em termos do gradiente V f(p) de f em p.
(b) Seja C = {(z,y,2) € R? | ya® + ¢y = 1}.
(i) Justifique que C' é uma superficie.

(ii) Determine uma equagao para o plano tangente a C' em p = (0,1, 2).

5. (a) Determine a segunda forma fundamental de uma superficie de revolugao parametrizada
por
o Ix]0,2n] — S
(u,v)  +— (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)),
onde f: I — R é positiva.
(b) Seja S a superficie de revolucao gerada pela rotagdo da curva plana z = cosz,
z €]0,27[, em torno do eixo OZ. Determine os pontos da curva que dao origem,

respectivamente, aos pontos elipticos, parabdlicos e hiperbélicos de S.
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Sugestao de resolucao

—_

(a) 027T Vet cost)]? + [(elsint) ]2 dt = f027r V[et(cost —sint)]2 + [el(sint + cost)]2 dt =
OQW V2et dt = \2[e!|3T = V2(e* — 1).
(b) s= fg V2e% du = v/2(et - 1).
et—I:%:et:%—i—l:t:ln(%—i—l).
Entao, uma reparametrizacao de ~ por comprimento de arco é dada pela curva ¥
definida por
S

V2

(OIT(®) _
[BG] ETENG

+UJ$%+1ﬁmhﬁ§§+D)

((e! cost,e! sint)|(e'(cost—sint),ef(cost+sint)))

5(s) = (= + 1) cos In(

V2

(c) Sendo « esse angulo, temos cos o =

e2t

\/ie%

= % Portanto, o = 7.
2. Seja a € RT (para a € R~ a resolugao é andloga). Entao

(—asint,acost, ' (t))

T ep
el e es
—asint acost ()
B(t) = —acost —asint ¢"(t) _ O"(t) cost + ¢/ (t) sint, —¢'(t) cost + ¢" () sint, a)
Valg" ()] + [ ()] + o VIO + ¢ ()] + a2 ’
donde
N(t) = L .
Va2 + P OPVIOF + [P0 + a2
A
el €2 €3
O"(t)cost + ¢/ (t)sint —¢'(t)cost + ¢ (t)sint  a
—asint acost o' (t)
= A(...,...,a¢"(1)).

Assim, (N(t) ] (0,0,1)) = 0 se e s6 se Aap”(t) = 0, pelo que é suficiente que ¢”(t) = 0 para
que as normais principais a curva v sejam paralelas ao plano z = 0. Por exemplo, ¢ pode

ser a funcao identidade.

3. (a) Verdadeira.

Com efeito, como o vector binormal B(t) = B nao depende de ¢, se considerarmos

u = B a definicao de hélice generalizada é satisfeita:

(T(t) | B)=0,Vte I = £L(T(t),B) =7/2, Vt € I.



(b)

Verdadeira.
Se 7y(s) = 0, entao o traco de 7 estd contido numa circunferéncia; em particular,
B, (s) é constante. Entao o traco de a é uma recta (ou parte de uma recta), ja que,
com B, (s) = B, temos «a(s) = f(f B du = sB. Como, neste caso, o é uma curva plana,
a sua torsao € nula.
Se 7,(s) # 0, entdo o/(s) = B,(s), pelo que a estd parametrizada por comprimento
de arco. Além disso, a”(s) = B.(s) = —T,(s)Ny(s) e "(s) = —71(s)N,(s) —
Ty(8)(—k~(8)Ty(s) + 7 (5)By(s)). Portanto,
() [@(s),a"(s), & (s)] _ (/(s) Aa"(s) | a”(s)) _ (74(s)T5(s) | @™(s))
T, S = = = =
: lo/(s) A a”(s)]|? [7(s)]? [7(s)]?
T(8)7 (s
’Y( ) ( ) — RW(S).

[7y(s)]?
Alternativa: Usar a férmula 74(s) = —(BL(s) | Na(s)).
Verdadeira.

Seja v : I — R3 uma hélice generalizada, parametrizada por comprimento de arco

(o caso geral em que v nao estd necessariamente parametrizada por comprimento de
arco prova-se facilmente a partir do caso parametrizado por comprimento de arco).
Consideremos o seu eixo u, que satisfaz a condicao (7'(s)|u) = ¢, para qualquer s € I.

Comecemos por referenciar esse vector na base formada pelo Triedro de Frenet-Serret:
u=ay(s)T(s) + az2(s)N(s) + asz(s)B(s)
onde
ai(s) = (u[T'(s)), az(s) = (ulN(s)) e as(s) = (u|B(s)).
Por hipdtese a1 (s) = ¢. Além disso, de (u|T'(s)) = ¢ decorre, por derivagao, (u|N(s)) =
0. Portanto, u = ¢I'(s) + a(s)B(s). Derivando obtemos
0 = cT'(s)+ a4(s)B(s) + as(s)B'(s)
ck(s)N(s) + a3(s)B(s) — as(s)7(s)N(s)
(cr(s) — as(s)7(s))N(s) + az(s)B(s).

S

Entao o4 (s) = 0 para qualquer s, ou seja az(s) = « (constante), e ck(s) — ar(s) = 0.

Consequentemente, ;8 = £, para qualquer s € I, pois o # 0 (se fosse a = 0 terfamos,

por um lado, ck(s) = 0, ou seja, ¢ = 0, e por outro lado u = ¢T'(s) logo 1 = ||lu|| = ¢,

o que seria contraditério).

Falsa.

Consideremos a projeccio de Arquimedes f : P+ @, da esfera 22432+ 2% = 1 (menos
os pélos norte e sul) no cilindro 22 4+ y? = 1, definida do seguinte modo: para cada
ponto P # (0,0,%1) na esfera, existe uma tunica recta horizontal que passa por P
e pelo eixo OZ; esta recta intersecta o cilindro em dois pontos, um dos quais (que
denotamos por Q) estd mais perto de P.

Pelo Teorema de Arquimedes, provado nas aulas tedricas, f é equiareal, pois para o
mapa global o da esfera (menos os pélos norte e sul), dado pelas coordenadas esféricas,
e a sua imagem foo por f, as segundas formas fundamentais satisfazem E1G1 — FZ =

E>Go— F3, e nio é6 uma isometria pois estas duas formas fundamentais nio coincidem.



(a) Seja S uma superficie do tipo f~!(a) (sendo a um valor regular de f: U C R?® — R).
Para cada mapa o : U' — W C S, f oo é constante (f(o(z)) = a para cada x € U’)
pelo que

[0 0] =) Jola)

para cada p = o(q) € W. Consequentemente, como J¢(p) = V f(p),

(V1) | Go@) =0 ¢ (V40 | 5 @) =0

Portanto, Vf(p) € (T,S)* pelo que o plano tangente a S em p, que denotamos por
H;?, é o plano que passa por p e é ortogonal a V f(p). Assim,

ng {(x,y,z) ERB | ((CU,y,Z)—p ’ Vf(p)) :0}

(b) (i) Consideremos a fungio f : R® — R, definida por f(x,y,2) = yz? + y?. Sendo

uma funcio polinomial, é claramente uma funcio C*. Como C = f~({1}), pelo
critério
“Seja f : U C R® — R uma func¢io C*°. Se a € f(U) é um valor reqular de f
entdo S = f~1({a}) € uma superficie.”
bastara verificarmos que 1 é um valor regular de f para concluirmos que C' é uma
superficie. Verifiquemos entao isso:
Vf(z,y,2) = (2yx, 2 + 2y,0), donde Vf(x,y,2) = (0,0,0) se e s6 se x =y = 0.
Portanto, o gradiente de f anula-se nos pontos (0,0, z2), z € R. Como nenhum
destes pontos pertence a f~1({1}) = C, est4 confirmado que 1 é valor regular de
!

(ii) Pela alinea (a),

Hg = {(xvyaz) € R® | ((x,y, Z) - (Oa 172) | Vf(p)) = 0}
= {(z,9,2) eR* | ((x,y — 1,2—2)](0,0,2)) = 0}
= {(%,y,Z) eR’ | 2y—2:0}
= {(CC,y,Z) € ]R3 | Y= 1}
(a) Como
Na) - ) A ) () () cosv—g/ () f(w)sinv. £ () () _
’ 152 (w,v) A G2 (u, 0)]| V19 @R[ ()] + [f(w)]2[f (u)]?
_ (=g (u)cosv, —g'(u) sinv, f'(u))
VI @) + [f'(u)]? ’
temos:
>’ g' () f"(u) = f'(w)g" (w)
e(u,v) = —(==(u,v)| N(u,v)| = ,
() (Gaz w0) | Nw.0) Vg @+ [ ()P
2
flu,v) = *(gug)v(“’ v) | N(u,v)) =0,
>’ —f(w)g'(u)
u,v) = —(—=—=(u,v)| N(u,v)) =
9(u,v) (Guz 0) | Nw.0) VI + [P ()P



Portanto a segunda forma fundamental do mapa ® é a matriz

¢ (W) (W)~ (wg" (w) 0
VIy @+ W)
0 —f(w)g' (W)
[ WP+ ()2

(b) Pelo enunciado da alinea anterior, ®(u,v) = (ucosv,usinv, cosu) define um mapa da
superficie de revolucao gerada pela rotacao da curva z = cosz em torno do eixo OZ.

Particularizando os resultados da alinea (a) a este mapa obtemos:

g'(u)f”(u) - f’(U)g”(u) cos U

e(u,v) = =

Vg (W] + [ (w)]? V1+sin?u
f(uvv) = 0,

—f(u)g (u) ~ usinu

= G F@E Vit

Para determinar a natureza dos pontos desta superficie faltara sé calcular a primeira

forma fundamental de &:

0P 0P
E(u,v) = (a(u,v) | %(u, U)) =1+sin’u,

F(u,v) = (%(u,v) | %(u, v)) =0,

0P 0P
Gluv) = (Go(wv) | G (o) =
Finalmente,
K(U,’U) — e(u,v)g(u, U) — [f(uzv)]g — COSU.SiIQIU ,
E(u,v)G(u,v) — [F(u,v)]?  u(l+ sin®u)?
E(u,v)g(u,v) — 2f(u,v)F(u,v) + G(u,v)e(u,v)  sinu(l + sin?u) + v cosu
H(u,v) = = ) :
2(E(u,v)G(u,v) — [F(u,v)]?) 2u(1 + sin® u)?
Portanto,
e p=®(u,v) é eliptico se e 86 se cosusinu > 0, isto &, se e s6 se u €]0, Z[U]m, 2].
®(u,v) é hiperbdlico se e s6 se cosusinu < 0, isto é, se e s6 se u €
} [U]g’” 2.
o p = ®(u,v) é parabdlico se e s6 se cosusinu = 0 e H(u,v) # 0, isto é, se e s6 se

=ZI = — 3m
u=735ouu=Tmouu="5.

Assim, os pontos da geratriz z = cos z, x €]0, 27|, que dao origem aos pontos elipticos,

hiperbdlicos e parabdlicos de S sao aqueles em que, respectivamente:
e z €]0,Z[U]m, 27[ (a vermelho na figura abaixo) [Elipticos].

e 7 €]Z,m[U]2F, 27[ (a azul na figura abaixo) [Hiperbdlicos].

s
2
e z=Zouz=mouz=>3 (averde na figura abaixo) [Parabélicos|.
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Gréfico da geratriz z = cosz, x €]0, 27|, e parte da respectiva superficie de revolugao S
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