Ano lectivo 2004/05 Geometria Diferencial
Prova Complementar
Duracdo: 3h 22/7/05

Justifigue convenientemente as suas respostas e indique os principais calculos

1. Sgiay : | — R? umacurvaregular, parametrizada por comprimento de arco. Se colocarmos
os vectores T,(s}, s € |, naorigem O, as suas extremidades descrevem uma curva (néo
necessariamente regular) i, : | — $% na esfera unitaria, chamada indicatriz esférica dey.

(@) O queé aimagem daindicatriz esférica de:
/(i) uma recta?
l/(ii) uma curva plana?

@ Mostre que aimagem dei, estacontidanumacircunferénciase e s sey € uma hélice
generalizada.

Y/ (c) Prove o resultado das aulas que garante que se y : | — R3 é uma hélice generalizada
(cujacurvatura nunca se anula) entao 0 quociente 7., (¢)/k~(t) é constante ao longo de
tEI.

2 Seja R uma superficie de revolucéo, com eixo de revolugdo O Z e geratriz parametrizada
por y(u) = (f(u),0,9(u)).

AN\,
J“\@ Proveque o ponto p de-R, obtido por rotacio de angulo v do ponto y(«) da geratriz,
tem vector de posi¢do o(u, v) = { f(u) cosv, f(u)sinv, g{u)).

J (b) Quando é que a geratriz esta parametrizada por comprimento de arco?

/ (c) Determine as geratrizesy, parametrizadas por comprimento de arco, cujas superficies
de revolugao tenham curvatura gaussiana constanteigual a 4.

3. Sgjay : | = R3 umacurvaplana cujaimagem estacontidaem( (s, y,z) € R? | x =0,z > 0}
e seja S asuperficie de revolugdo obtida rodando ¥ em torno do eixo OY. Sendo

a:J — (1)
t — (0, 02(t), a3(t))-

uma curva com velocidade constante, considere:

e paracadaf E R,

ag:d — 8
U > (aa(t), as(t) cosO, as(t) sinO);

e paracadatE J,

8 — (og(t), as(t) cos®, as(t)sing).

As curvas ag chamam-se meridianos de S, e ascircunferéncias 5; chamam-se paralelos de
S



/(a,) Mostre que os meridianos e cs paralelos se intersectam sempre ortogonalmente (isto
é, paraquaisquer t € J e € R, o angulo de interseccdo de ag e 5; é 7/2).
(b) Sabendo que uma geodésica de umasuperficie Sé umacurvay : | — Scuja aceleracédo
+"(t) pertence a (Ty»yS)* paratodoot € I, prove que:
@ Cada meridiano oy € uma geodésica da superficie de revolucdo S acimadefinida.
/(i) Um paralelo 3, ¢ uma geodaica se e s6 se o(t) = 0.

4. Sendo S uma superficie, ssam y : I —+ S C R® uma curva regular suave, parametrizada
por comprimento de arco, e p = y{sp) E S.

7\

/(a)\ Como se define a curvatura normal k..(v, so) de y em so?

L (b) |Mostre que ky(7,sg) = (7’(30)11’\?*?,(*}"(50))).
(c)) Usando a alinea anterior, prove que &, (7, so) € [Ka(p), K1(p)]-
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