Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra Geometria Diferencial

Duragao: 30m Teste 1A 6/03/06

O primeiro grupo de questoes é de escolha miltipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que
lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanec¢a nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F

(a) Para quaisquer z,y € R?\ {0}, (z|y) = 0 se e s6 se x e y sdo

linearmente independentes. |:|:|
(b) A curva 7, : R — R3, ¢t — (1,at?,t3), é regular para qualquer a € R\ {0}. |:|:|
(¢) Numa curva parametrizada por comprimento de arco, B'(s) = —7(s)N(s). |:|:|
(d) O comprimento da espiral v(t) = (et cost,e *sint) em [0, 4+00) é igual a v/2. |:|:|

2. (a) A curvavy:R — R? definida por y(s) = (% COS 8, % —sin s, —% cos s) estd parametrizada

por comprimento de arco?

(b) Determine a sua curvatura e a sua torsao. A curva é plana?




Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra Geometria Diferencial

Duragao: 30m Teste 1A 6/03/06

Solucgoes

O primeiro grupo de questoes é de escolha multipla; uma resposta certa tera a cotacdo maxima que

lhe for atribuida e uma resposta errada perdera metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanec¢a nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F

(a)

Para quaisquer z,y € R3\ {0}, (z|y) = 0 se e s6 se = e y sdo

linearmente independentes. -

[Sendo z,y # 0, entdo (v |y) =0< cosd(z,y) =0« zly. Portanto,
todos os pares de vectores z,y ndo ortogonais e ndo paralelos s&o
exemplos de vectores linearmente independentes para os quais
(r|y)#0. Por exemplo, x=(0,1,0) e (0,1,1) sdo linearmente
independentes mas (z |y)=1#0.]

A curva v, : R — R3¢+ (1, at?,t3), é regular para qualquer a € R\ {0}. -
[v.(t) = (0, 2at, 3t?) pelo que 7,(0) = (0,0,0).]

Numa curva parametrizada por comprimento de arco, B'(s) = —7(s)N(s). -
[E a terceira férmula de Frenet-Serret.]

O comprimento da espiral v(t) = (e~ cost,e~tsint) em [0, +00) é igual a v/2. -

[Como +/(t) = (—e fcost — e tsint,—e 'sint + e fcost), entdo |7/ (t)|* =
e 2 (cost +sint)? + e ?(cost —sint)? = e 2 + e7* =272, Portanto,
fot 19/ ()| du = fg V2e % du = 2[—e "l =+2(—e"t+ 1), pelo que

limy oo [y 17/ ()| du = v/2.]
5

A curva v : R — R? definida por y(s) = (3 cos s, %

—sins, — % cos s) estd parametrizada

por comprimento de arco?

Sim: /(s) = (—35 sins, — cos s, 12 sin s) donde

kS
13

12

V)2 = (37 + (5

)2) sin? s 4 cos? s = sin s 4 cos? s = 1,

para todo o s € R.



(b) Determine a sua curvatura e a sua torsdo. A curva é plana?

Como 7" (s) = (—2; cos s,sin s, 12 cos s), entdo k(s) = |[7"(s)[| = V/cos? s +sin® s = 1.

Por outro lado, N(s) = 7]:((88)) = (— coss,sins, 12 cos s). Entdo B(s) = T(s) A N(s) é
igual a
e1 €2 es .
—2sins —coss sins | = (—E(cos2s+sin2 s),O,—E(cost—i-sin2 s))
5 12

—13 COS s NI 13 COS s

12 )
- ()

Portanto, B’(s) = 0 para qualquer s € R. Consequentemente, 7(s) = 0 para qualquer
s € R, pelo que a curva é plana. (Uma vez que a curvatura também é constante, trata-se

de uma circunferéncia de raio 1.)
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Duragao: 30m Teste 1B 6/03/06

O primeiro grupo de questoes é de escolha miltipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que
lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanec¢a nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F
(a) Para quaisquer z,y € R?\ {0}, z Ay =0 se e s6 se z e y sdo ortogonais. |:|:|
(b) Uma reparametrizacao de uma curva regular pode nao ser regular. |:|:|

(c) O trago da curva v : R — R?, definida por y(t) = (% cost,1 —sint, —32 cost),

é uma circunferéncia de raio 1. |:|:|

(d) A curvatura de uma circunferéncia é inversamente proporcional ao seu raio. |:|:|

2. (a) A curvay:(—1,1) — R3, definida por y(s) = ((1+§)3/2, (1_3)3/2 , J5), estd parametrizada

por comprimento de arco?

(b) Determine o seu triedro de Frenet-Serret.
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Solugoes

6,/03/06

O primeiro grupo de questoes é de escolha multipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que

lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotacao (desde que a nota do teste

permanega nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor légico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa)
(a) Para quaisquer z,y € R3\ {0}, z Ay = 0 se e s6 se = e y sdo ortogonais.
[Sendo z,y #0, entdo z Ay =0<sind(z,y) =0« zly.]
(b) Uma reparametrizacdo de uma curva regular pode nao ser regular.

[Pela Proposigdo 2.9, toda a reparametrizagdo de uma curva
regular é regular: #/(t)= (yo\)(t)=N() -+ (\(t))#0.]

(c) O trago da curva v : R — R3, definida por y(t) = (% cost,1 —sint, —% cost),

é uma circunferéncia de raio 1.

[A curva estd parametrizada por comprimento de arco: para

vV F
| [x]
| [x]

Bl

qualquer t € R, [|V/(t)|| = ||(—3sint,—cost,$sint)| =1. Assim,
k(s) = |17"(s)|l = |I(—% cos s,sins, 2 cos s)|| = 1. Por outro lado,
N(s) = 7]:((83)) = (—2coss,sins, 2 coss). Entdo B(s)=T(s)AN(s) é igual a
e1 e es
—3%sins —coss Zsins | = (—g(coszs—i-sin2 Qs),O,—g((:oszs—i-sin2 3))

—%coss sin s %coss

- (o

Portanto, B’(s) =0 para qualquer s € R. Consequentemente,
7(s) = 0 para qualquer s € R, pelo que a curva é plana.
Como a curvatura é constante, igual a 1, terd que ser uma

circunferéncia de raio 1.]

(d) A curvatura de uma circunferéncia é inversamente proporcional ao seu raio.

[v(t) = (rcost,rsint) é uma parametrizac8o da circunferéncia de

raio r, pelo que a sua curvatura é igual a k(t) = W =

[1(0,0,r2 sin? t+r2 cos® t)|| _ 72 _ 1 ]
r3 T

<] ]



1+5)3/2  (1—s)3/2
3 ) 3 ’

2. (a) Acurva~y:(—1,1) — R3, definida por v(s) = ((

por comprimento de arco?

) , estd parametrizada

Sl

S

D=

Sim: para cada s € (—1,1), v/(s) = (
11+s)+3i(1—s)+5=1

1
(1+8)5,~3(1 = 5)3,%2) donde [|y'(s)|* =

N[

(b) Determine o seu triedro de Frenet-Serret.
T(s) =7'(s) = (30 +9)%, ~3(1 - 9)%,2).

1 114 9% 1(14s) % 1(1—s)%

s <Z(1+8) 2,7(1-9) 27()) _ i(1+s)"2,3(1—=s) 270> _ <\/E \/1—?0)
7T~ " 1) 1+(1—s) L= 1 20V 2 )

B(s) = T(s) AN(s) = (=52, L= 2.

IS
=

2
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