Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra Geometria Diferencial

Duragdao: 30m Teste 2A 3/04/06

O primeiro grupo de questoes é de escolha miltipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que
lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanega nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacgoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F

(a) Rodando 90°, no sentido positivo, o vector v = (v1, v2) de R?, obtem-se

o vector (—vg, —v1). I:Ij

(b) Se todo o plano normal de v : I — R3 passa por um ponto fixo entdo 7 é

uma curva esférica. |:|:|

(c) A curva 7, : R — R3 definida por v,(t) = (3¢,¢%,at®) é uma hélice

generalizada para a = 0,1, 2. |:|:|

(d) S ={(z,y,2) € R3| 222 + 22y — 22 — 2yz = 1} é uma superficie. |:|:|
2. Considere a curva vy : R — R? dada por y(t) = (12, —t + t2, —t + 2).

(a) Prove que v é plana.

(b) Determine a equacao do plano osculador a v em t e averigue se existe algum ponto onde

esse plano seja paralelo ao plano XOY.
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Solucgoes

O primeiro grupo de questoes é de escolha multipla; uma resposta certa tera a cotacdo maxima que

lhe for atribuida e uma resposta errada perdera metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanec¢a nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa)

(a)

Rodando 90°, no sentido positivo, o vector v = (v1, v2) de R?, obtem-se

o vector (—ve, —v1). -

[0 vector que se obtem é o vector (—w2,v;) e n8o (—vy,—v;) (este

é o resultado de uma rotagdo de 180°).]

Se todo o plano normal de v : I — R? passa por um ponto fixo entdo v é
Y

uma curva esférica.

[Exercicio I.3.16 feito nas aulas.]

A curva v, : R — R? definida por 7,(t) = (3t, 1%, at®) é uma hélice

generalizada para a = 0, 1, 2. -

[A afirmag8o é falsa porque 7, ndo é uma hélice generalizada para
a=2: mneste caso, 7(t)/r(t) =2((3 + 16¢% + 144t") /(18 + 641> + 144154))%
ndo é constante.

Mais geralmente, como [v,(t), 74 (t), 7V (t)] =8a, [[7,(t)| = (5 + 4t* + 9a2t4)%
e () AL = (3 + 16a% + 36@2754)% , entdo 7(t)/k(t) é igual a

8a((% + 412 + 9a%t4) /(X + 16022 + 36a2t1))?

exactamente para a =0, a=1e a=—1.]

, que é constante

)

H

S ={(x,y,2) € R?| 222 4 2zy — 2? — 2yz = 1} é uma superficie. -

[A afirmagdo & verdadeira pois S = f1({1}), para f:R3® =R
definida por f(x,y,2) =222+ 22y — 22 —2yz, e 1 é valor regular
de f: o gradiente Vy(z,y,2) = (4o +2y,22 — 2z, -2z — 2y) s6 se anula

em (0,0,0) e este ponto nio pertence a S.]

2. Considere a curva v : R — R3 dada por y(t) = (12, —t + t2, —t + 2).



(a)

Prove que v é plana.

~ é plana se e sé se a sua torsao for constantemente nula. Como

' (£),7"(8), 7" (#)]
[l (&) A" (D12

e 7" (t) = 0 entdo 7(t) = 0 para qualquer t € R.

T(t) =

Determine a equacao do plano osculador a v em ¢ e averigue se existe algum ponto onde

esse plano seja paralelo ao plano XOY.

O plano osculador de v em cada ponto 7(t) é o plano que passa por 7(t) paralelo &
tangente T'(t) e & normal N(t), ou seja, é o plano que passa por v(t) e é ortogonal a

binormal B(t). Como

By~ O A0
I/ (&) A" @O
entdo a direc¢ao de B(t) é dada pelo vector v/ (t) Av"(t) = (2, —2,2), ou, o que é 0 mesmo,

pelo vector (1,—1,1). Portanto o plano osculador em ~(t) é deﬁmdo pela equacao
((mayv 2) - (t27 -1+ t27 —t+ 2) | (1’ _17 1)) = 05

ou seja, x — y + z = 2. Este plano (que é sempre o mesmo em qualquer ¢) nao é paralelo
ao plano XOY. Em conclusao, em nenhum ponto da curva o plano osculador é paralelo

ao plano horizontal XOY.

Alternativa (evitando o cdlculo do plano osculador):
O plano osculador seré paralelo ao plano horizontal XOY se e s6 se for ortogonal ao vector
vertical (0,0,1). Como o plano osculador é ortogonal a (1,—1,1), isso serd verdade se e

s6 se os vectores (1,—1,1) e (0,0, 1) forem paralelos, o que nao é verdade.
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Duragdao: 30m Teste 2B 3/04/06

O primeiro grupo de questoes é de escolha miltipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que
lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanega nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacgoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F

(a) Para qualquer curva plana 7 : I — R? parametrizada por comprimento de
arco, ks(s) = 71 ()38 (s) = 7/ (s)75(s). L]

(b) Rodando 90°, no sentido negativo, o vector v = (v1,v2) de R?, obtem-se

o vector (—vg,v1). I:Ij

(c) Para quaisquer r € RT e a € R, as rectas normais & curva hg, : R — R3
definida por h,, = (rcost,rsent, at) sdo ortogonais ao eixo OZ. |:|:|

(d) 0é um valor regular da fungio f : R3 — R definida por f(x,y,2) = 22 +y% — 22 |:|:|

2. (a) Qual é a propriedade geométrica que define as hélices generalizadas v : I — R3? Como

se caracterizam estas curvas em termos da curvatura e da torsao?

(b) Sendo f: R — R uma fungao suave, considere a curva

v: Rt — R3

VI Vi [ /o
t — <2/0 senf(r)alr,z/0 cosf(r)dr,2t>.

Mostre que v é uma hélice generalizada. Qual é o seu eixo?
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Duragao: 30m Teste 2B 3/04/06

Solugoes

O primeiro grupo de questoes é de escolha miltipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que

lhe for atribuida e uma resposta errada perdera metade dessa cotacgao (desde que a nota do teste

permaneca nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F

(a)

Para qualquer curva plana + : I — R? parametrizada por comprimento de

arco, ks(s) = Y4 ()74 (s) — 7 ()7 (5)- x|

[Corolario 4.3, p. 43.]

Rodando 90°, no sentido negativo, o vector v = (v1,v2) de R?, obtem-se

o vector (—vg,v1). -

[0 vector que se obtem é o vector (ve,—v;) e n&o (—wvy,v;) (este

é o resultado de uma rotagdo de 90°, mas no sentido positivo).]

Para quaisquer € RT e a € R, as rectas normais a curva hy, : R — R3
definida por hg, = (rcost,rsent,at) sdo ortogonais ao eixo OZ. -

[Exercicio 3.23 (b): A recta normal tem a direcgio do vector
normal logo tem a mesma direcgdo que o vector 7'(t). Como este

vector & paralelo a 7/(t) basta entdo verificar que 7"(t) &

ortogonal a (0,0,1), o que & 6bvio pois 7”(t) = (—rcost,—rsent,0).]
0 é um valor regular da funcdo f : R® — R definida por f(z,y,2) = 2% +y* — 22.

[E falso, uma vez que o gradiente Vy(z,y,z) de f no ponto (z,y,z)

é o vector (2z,2y,2z), que s6 se anula em (0,0,0), mas este ponto
pertence a f~1({0}).]

Qual é a propriedade geométrica que define as hélices generalizadas v : I — R3? Como

se caracterizam estas curvas em termos da curvatura e da torsao?

Uma curva « : I — R3 diz-se uma hélice generalizada quando existe um vector unitario
u (o chamado eixo da hélice) tal que o produto escalar (u | T'(t)) é independente do
parametro t. Equivalentemente, uma curva v é uma hélice generalizada se e sé se o

quociente 7(t)/k(t) é independente de ¢.



(b) Sendo f: R — R uma fungao suave, considere a curva

v: Rt — R3

t — <\g§/0tsenf dr/cosf drt)

Mostre que v é uma hélice generalizada. Qual é o seu eixo?

Como +/(t) = (@sen f(t), gcos f(t), @), entdo ||7/(t)|| = 1. Portanto,

T(t) _ [ (1.0, ®) - VO _ ['®),9"(), 7" ()]
K (1) 17 (&) A" ()11 [l (&) A" (D)1

Como

(1) A1) = (378 sen £(2), (1) cos F(0), ~ 3 (1)),

entiio |7/ (t) A~"(8)|| = %2 f'(t). Finalmente,

V2 V2
2

V(t) = (55" (2) cos £ (1) 5 7

(f'(£))? sen £(2), —= [ (t)sen f(t)— (f'(£)) cos f (1), 0) ;

PN N

pelo que [Y/'(¢),~"(t),~"(t)] = —%(f’(t))?’. Portanto, % = —1, o que mostra que
= cT'(t) + V1 —c?B(t) onde

a curva é, de facto, uma hélice generalizada de eixo u

¢=—d5 = =% Assim, u = —2T(t) + LB(¢) = (0,0,~1).

Alternativa (evitando o célculo do quociente 7(t)/x(t)):

Como

v (t) = (?sen f(t), \gicos f(@), ?),
entdo [|7/(t)|| = 1 e a curva estd parametrizada por comprimento de arco. Portanto
T(t) = +/(t). Basta entao considerar u = (0,0,1): o produto escalar (u | T'(t)) é constante

(t
(igual a i) pelo que v é uma hélice generalizada de eixo vertical (0,0,1).
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