DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA FCTUC
EQUACOES DIFERENCIAIS E MODELACAO

(Licenciatura em Matematica)

Duracdo: 1P 24 de Outubro de 2005

(1) Qual das equagtes diferenciais a seguir indicadas pode corresponder ao seguinte
campo de direcgbes ? Justifique sucintamente.
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(2) Resolvaa seguinte EDO de Bernoulli, no intervalo |0, +oof[:
ty +y =1t

(3) Responda apenas a umadas alineas (a) e (b) seguintes:

(&) Num determinado periodo da Histéria, um certo tipo de virusda gripe ameacou
perigosamente a populacdo mundial. Verificou-seque o nimero de habitantes
infectados pelo virus cresceu sempre a uma taxa proporcional ao nimero de
habitantes ndo infectados e, ao fim de 5 semanas, 50% da populagéo mundial
jatinhasido infectada. Considerando a populagdo mundial constante, deter-
mine quantas semanas foram necessérias para que 75% da popul agao tivesse
sido infectada pelo virus, supondo que iniciamente ndo havia individuos in-
fectado~.

(b) Sgjam ; e s duas solugdes, num intervalo | ,da EDO linear homogénea
y'taty tay=0,

onde a; e a; sdo fungbes continuas em |. Designe W(t) o wronskiano das
funcbesy; e 2, esgaty E . Prove que

W(t) = W(tp)e Fom®% g,

Fim



EQUACOES DIFERENCIAIS E MODELACAO

(Esbogo de resolugéo da 12 Frequéncia—24/10/2005)

(D A unica das equagdes diferenciais indicadas que pode corresponder ao campo de
direcgdesdafiguradada é a (c). Basta observar que para cada uma das restantes
trés EDO’s 0 segundo membro € ou sempre ndo negativo (casos (a) e (d)) ou
sempre ndo positivo (caso (b)) para quaisquer valoresdet e y, pelo que ou todas
as solugdes de cada uma destas trés EDO’s sdo fungdes ndo decrescentesem todo o
seu dominio (casos (a) e (d)), ou sdo fungbes ndo crescentes em todo o seu dominio
(caso (b)), e isto obviamente ndo se verifica para as solugdes correspondentes
ao campo de direcgbes da figura dada. Por outro lado, as isoclinicas da EDO
vy’ = —y sdo (obviamente) rectas horizontais, e verificamos que, efectivamente, ao
longo de qualquer recta horizontal (nafaixa constituida pelos pontos (t,y) tais
que -2 <y < 2) 0s "peguenos segmentos’ que compdem o campo de direcgoes
da EDO y’ = —y estdo assentes em rectas cujos declive estédo de acordo com os
indicados pelo campo de direcgbes da figura.

(2) Comegamos por dividir ambos os membros da EDO dada por t, o que permite
reescrevé-lanaforma 1
2
y+iy=ty .
Como esta EDO é de ordem n = 2, de acordo com a teoriageral desenvolvidapara
as EDO de Bernoulli, multiplicamosambos os membros da equacdo por y~" = y~2,
e em seguida efectuamos a mudanca de varidvel dependente y — u definida por
u_ yl-n =yl Entdo, u' = ¢ = —y~?% = —y~%/, e obtém-se a EDO
3

I sy = —t X
W= —u : (*)

gue é uma EDO linear de primeira ordem. Um factor integrante para esta EDO é
1
u(t) v=ef —tdt — ghnt — -T, paat €0, +oo] .

Assim, multiplicando ambos os membros de (*) por —1, vem

d/ 1
—_— e :1
dt( tu> :

donde —1u=1t+ C, onde C é umaconstantered, i.e.,
u=—-t(C+t), CeR.
Finalmente, "desfazendo" a mudanca de variavel, comoy = u~!, vem
1
Tt(CH+)

(Observe-seque se considera C € R para que a solugdo esteja bem definida para
todo ot €]0,+o0l.)

Y= CeR*.

(continua no verso)



(3) A resolucéo daalinea (b) faz-sedecal cando a demonstracdo do Teorem 3.3 do texto
de apoio (pgs. 55-56), no caso n = 2. (Recorde-se que nas aulas tedricas apenas
se fez a demonstragéo paran = 2.)

Para resolver (a), comecamos por definir
N(t) -== ndmero de habitantes infectados pelo virus no instante t,

onde a unidade de tempo considerada é a semana. De acordo com as hipdteses
indicadas no enunciado, designando por Ny o0 tamanho da populagdo mundial,
tem-se N

N'(t) = k(N - N(t)), N(B)=7, N(0)=0,

onde k é a constante de proporcionalidade.
Pretende-se determinar o instante t* tal que
' 3N0
o o
Comegamos por resolver aEDO N'(t) = k(No—N(t)), queé devariaveisseparéveis.
(Note-se que esta EDO também é linear de primeira ordem.) Podemos considerar
que N(t) < N, paratodo oinstantet (umavez que, obviamente, é N(t) < N, para
todo ot e, como estamos interessados em determinar o instante t* onde N(¢t) toma
o valor % Ny, entdo podemos considerar que procuramos a solugéo num intervalo

que contém t* e tal que N(t) < N, paratodo o instante t nesse intervalo). Assim,
podemos escrever sucessivamente

("

Nl( l
e o /No =kt+C, CeR

= —ln(NO—N( )=kt+C, CeR
& Ng—N{t)y=ce ™, ceR.
Usando a condigdo N(0) = 0, obtém-se c = N, logo
Nt)=No(1—e™), tER.
Para determinar o valor da constante k£ usamos a condi¢do N(5) = J—V—Q. Assim,

N 1 In2
s N(5) Ny (1 e 6_5k) = G_Sk = 5 =% ges I;
Final mente, podemos determinar o instante t* pretendido. De facto, tem-se
N * * 1
340—N( tY=No(1—e™) = ™ oy = kt* =2in2

lnT2t =N =2y T =710

Conclui-se que foram necessarias 10 semanas para que 75% da populagéo tivesse
ficado infectada.
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