DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
Equacgoes diferenciais e modelagao
Exame normal (Licenciatura em Matematica) 18/01/2010

Duragdo : 2horas e 30minutos (sem consulta) (A cotacao estd indicada a azul)
Seja sucinto(a) nas suas respostas, mas nao deixe de as justificar.

1. (4.5)

(a) O que é uma equacao diferencial ordinaria?
(b) Qual é a forma geral de uma equagao diferencial linear de ordem n?

(c¢) Enuncie condigbes que garantam a existéncia de uma tnica solugao, num certo inter-
valo I C R, de uma equagao diferencial linear satisfazendo certas condicoes iniciais.

(d) Prove que, nas condi¢oes enunciadas na alinea anterior, o conjunto das solugdes em I
de uma equacao diferencial linear homogénea de ordem n forma um espacgo vectorial
real de dimensao n.

(e) O que é um sistema fundamental de solugbes para uma equagao diferencial linear
homogénea de ordem n?

(f) Classifique quanto aos coeficientes, quanto ao segundo membro e quanto a ordem a
seguinte equagao diferencial linear

(D* = 9)*((D+2)*+2)*y =0.

(g) Determine um sistema fundamental de solugdes e a solugdo geral da equacdo da
alinea anterior.

2. (2.0) Considere a equagao diferencial 3 = y2.

(a) Identifique a equagao e determine uma familia de solugoes.
(b) Determine todas as solugoes singulares relativamente a familia da alinea anterior.

(¢) Determine uma solucao particular que satisfaca a condi¢ao inicial y(0) = 3 e o
respectivo intervalo de existéncia.

(d) Apresente argumentos que justifiquem o facto da solugao da alinea anterior ser tnica.
(e) Qual é a solugao geral da equacao diferencial?

3. (3.5) Determine a solucao geral das seguintes equagoes diferenciais, usando o método que

achar mais apropriado para cada uma delas.

(a) ¥+ 7y =t""

(b) ' —2y +y=¢e"+1.

(c) v/ =2y +y=t"te

(d) ' =2y +y=—-1—c" +3t71e.



4. (2.5) Seja A =

(a)
(b)

O =N
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Construa um sistema fundamental de solugoes do sistema diferencial iy’ = Ay, en-
volvendo valores proprios da matriz dos coeficientes.

Calcule a solucao particular do sistema y' = Ay + b(t) que satisfaz a condicao inicial
y(0)=1[0 0 1 }T, sabendo que b(t) = [ 0 0 ¢ }T.

5. (3.0) Para cada um dos sistemas diferenciais:

(a)
(b)
()
()
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determine os pontos de equilibrio.
determine a equagao das trajectérias.
faca um esbogo do retrato de fase.

Comente a seguinte afirmacao, relativa ao sistema diferencial nao linear: exceptuando
os pontos criticos, as trajectorias do sistema sao circunferéncias centradas na origem
do plano zoy.

6. (1.5) Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes.

(a)
(b)
(c)
(d)

(e)
(f)

O polinémio diferencial D* (D +1)? é o polinémio anulador das fungoes te™ e 3.

eMv é solucao do sistema ' = Ay, quaisquer que sejam o vector v e o escalar \.

ey é solucdo do sistema y' = Ay, qualquer que seja o vector v.

Se A é de ordem impar e se o sistema iy = Ay é estavel e s tem um ponto de
equilibrio, entao A tem necessariamente um valor proprio negativo.

Se a matriz A € R**4 nao tem valores préprios de parte real negativa, entao vy’ = Ay
¢ instavel.

Se ®(t) é uma matriz fundamental do sistema y’ = Ay, entao ®~'(¢) é solucao do
sistema Y’ = —Y A.

Fim



