DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
EQUACOES DIFERENCIAIS E MODELACAO
Mini-teste 1 (Licenciatura em Matematica) 13/10/2008
Duragdo: 15™" (Sem consulta)

Nome (completo):

Numero de estudante:

Classificacao: valores

As questoes seguintes sao de escolha multipla. Para cada uma delas assinale a
uUnica resposta certa e justifique a razao da sua escolha.

1. Esta equacao diferencial é simultaneamente linear e de variaveis separaveis.
O oy +4y=t;
O o +ty=4;

O o +4ty=t.

Justificagao:

2. Considere a equacao diferencial y' = y* — 4.

[0 As isoclinicas desta equacao diferencial sao rectas horizontais e nenhuma delas é
o grafico de uma solugao;

[1  As isoclinicas desta equacao diferencial sao rectas horizontais e duas delas sao os
graficos de solugoes;

[0  As isoclinicas desta equacao diferencial sao parabolas.

Justificagao:



3. y(t)=¢ m, com C' € R, define uma familia de solucoes da equacao diferencial y' = y*.

[0 Esta equagao diferencial ndo tem solugoes cujo gréfico passe pelo ponto (0,0);

O ]- %, +oo[ é o intervalo de existéncia da solugdo desta equacdo diferencial que

satisfaz a condigao inicial y(0) = 1;
O ] - oo, —% é o intervalo de existéncia da solucao desta equacao diferencial que

satisfaz a condi¢ao inicial y(0) = 1.

Justificagao:

(Fim)


user
Sticky Note
Há uma gralha neste enunciado! Onde está 
-1/3 deve estar 1/3.


DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
EQUACOES DIFERENCIAIS E MODELACAO
Mini-teste 1 (Licenciatura em Matematica) 7/10/2009
Duragdo: 20™" (Sem consulta)

Nome (completo):

Numero de estudante: Classificacdo: _______ walores

As questoes seguintes sao de escolha multipla. Para cada uma delas assinale a
uUnica resposta certa e justifique a razao da sua escolha.

1. Considere a equacao diferencial ¢/ = y? — 4.

[1  Ha& exactamente duas isoclinicas que sao graficos de solugoes.
[0  As isoclinicas sao parabolas.

[0 A equacao diferencial nao tem solugoes constantes.

Justificacao:

2. A funcao p(z) = 27! é um factor integrante para esta equagao diferencial.

O ¢y —aly=y>
Oy —aty=a2%"

O ¢ +atly=ux

Justificacao:

v.s.f.f.



3. y(t) = _t—i-LC’ com C' € R, define uma familia de solucoes da equacao diferencial 3/ = 2.

[0 A solugao geral coincide com a familia de solugoes.

O ] —o00,1] é o intervalo de existéncia da solu¢ao da equacao diferencial que satisfaz
a condicao inicial y(0) = 1;

0 R\{0} é o intervalo de existéncia da solugao desta equagao diferencial que satisfaz
a condigao inicial y(0) = 1.

Justificagdo:



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
EQUACOES DIFERENCIAIS E MODELACAO
Mini-teste 2 (Licenciatura em Matematica) 26/11/2009

Duragdo: 20™" (Sem consulta)

Nome (completo):

Numero de estudante:

Classificacao: — walores

As questoes seguintes sao de escolha multipla. Para cada uma delas assinale a
Unica resposta certa e justifique a razao da sua escolha.

2 2
1. Se ®(t) = [ _ee% _ teﬁf_ o2 } é uma matriz fundamental para o sistema 3y’ = Ay, entao
O &) = et
3 1
NN

O A=a'(0)d(0).

Justificagao:

(continua no verso)



2. Sejam A € R**3 2 e 4 os valores préprios de A, com m,(2) =2 e mg(2) = 1, vy e v
vectores proéprios de A associados respectivamente a 2 e 4, e v3 € R3 um vector tal que

V1,V € v3 sao linearmente independentes. Entao, um sistema fundamental de solugoes
para o sistema 1y’ = Ay é:

O {e*vy, etvy, e?us}.
O {evy, etvy, (A — 21)vs}.

O {eMuy, ey, eMog).

Justificagao:

3. Seja A € R™*™,

[0  Se A é anti-simétrica (isto é, AT = —A), entdo, Vt € R, e é uma matriz ortogonal
de determinante igual a 1.

[0 Se A?2 = A, entdo et = I + €' A.

[0 Se B € R™™ é congruente com A (isto é, se existir uma matriz invertivel P tal
que PTAP = B), entao PTe!P = ¢'B.

Justificagao:



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
Equacgoes diferenciais e modelagao
1% Frequéncia (Licenciatura em Matematica) 27/10/2008

Duragdo: lhora e 30minutos (sem consulta) (A cotagao estd indicada a vermelho)
Seja sucinto(a) nas suas respostas, mas nao deixe de as justificar.

1. (2.0) Considere a equagao diferencial 3 = ty?.

a) Determine uma familia de solucoes.

b

)
)
¢) Determine a solugao particular que satisfaz a condicao inicial y(1) = 2.
)
)

(b) Determine uma solucdo singular, relativamente a familia da alinea anterior.
(d

(e) Qual é a solugao geral da equacao?

Diga qual ¢é o intervalo de existéncia da solucao da alinea anterior.

2. (1.0) A equacao diferencial 3’ + %y = ty? é de Bernoulli. Resolva-a, depois de a trans-
formar numa equacao linear, mediante uma mudanca de variaveis apropriada.

3. (2.0) Considere a seguinte equagao diferencial linear
D((D +1)* + 4)%*y = 10 — 50¢.

(a) Classifique esta equacao quanto aos coeficientes, quanto ao segundo membro e quanto
a ordem.

(b) Determine a solugao geral da equacao homogénea associada.

(¢) Use o método do polinémio anulador para determinar uma solugao particular da
equacao dada.

(d) Escreva a solugao geral da equagao dada.
4. (2.0) Considere a equagao diferencial
Y™+ a, )y 4 ai(t) Y+ ao(t)y =0,
onde os coeficientes sao fungoes continuas num certo intervalo I C R.

(a) Prove que o conjunto das solugoes em I desta equacdo tem a estrutura de um espago
vectorial real de dimensao n.

(b) O que é um sistema fundamental de solugoes, em I, para esta equacdo diferencial?

Fim



Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra
Equacoes Diferenciais e Modelacao
Licenciatura em Matematica

22 Frequéncia 15 de Dezembro de 2008 Duragao: 2h 30m

(A cotagao estd indicada a vermelho)

Seja sucinto(a) nas suas respostas, mas nao deixe de as justificar.

1. (2.0) Sabendo que {t?, t>Int} é um sistema fundamental de solucdes da equacdo homogénea
associada a equagao diferencial

3 4
y”—;y’%—;yzlnt, t>0, (1)

(a) Construa um sistema de Lagrange para a equagao (1) e diga porque razao esse sistema
tem solucao tnica.

(b) Determine a solugao geral de (1), usando o método da variagao das constantes arbitrarias
(também chamado método de Lagrange).

2. (1.0) Prove que se ®(t) é uma matriz fundamental para o sistema y’ = Ay, entéo

e = a(1)d1(0).

3. (2.0) Sabendo que ®(t) = [ ezz _63; } ¢ uma matriz fundamental para o sistema vy’ = Ay,
determine
(a) eAt
d
o) G|
(c) a matriz A dos coeficientes;
(d) a solucao particular de y' = Ay + { ! } que satisfaz a condigao inicial y(0) = 0.

1

4. (1.0) Seja A uma matriz n X n, com todas as entradas iguais a 1.
(a) Mostre que A¥ =nk=1 A Vk > 1.
(b) Se I representa a matriz identidade de ordem n, mostre que

nt_l
n

A1y (C )A.

(¢) Calcule o determinante da matriz e

5. (1.0) Seja A uma matriz satisfazendo A = UDU !, onde

<[4 4] o3 2]

(a) Determine e'?.

(b) Determine e*4.
(¢) Resolva o sistema diferencial 4/ = By, onde B é a matriz de ordem 4 (diagonal por

blocos) dada por
B_[A 0]

0 D

Fim



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
Equacoes diferenciais e modelacao
12 Frequéncia (Licenciatura em Matematica) 04/11/2009

Duragdo: lhora e 30minutos (sem consulta) (A cotagao estd indicada a azul)

Seja sucinto(a) nas suas respostas, mas nao deixe de as justificar.

1. (1.0) Considere a equagao diferencial i’ = °.
(a) Determine uma solugao particular que satisfaca a condigao inicial y(1) = 1/2 e o
respectivo intervalo de existéncia.

(b) Qual é a solugao geral da equagao diferencial?

2. (3.0) Determine a solucao geral das seguintes equagoes diferenciais, usando o método que
achar mais apropriado.

(@) o + by =ty

(b) v +2y +y=2—e".

() v/ +2y +y=tte

(d) ¥ +2y +y=-2+e"t+2t1 e

3. (1.0)

(a) Classifique quanto aos coeficientes, ao segundo membro e a ordem a seguinte equagao
diferencial linear
(D* =4)*((D+2)* +1)°y = 0.
(b) Determine um sistema fundamental de solugoes e a solucao geral da equagao da
alinea anterior.
(c) Diga se s@o verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes, justificando a sua resposta.
i. As funcoes e tcos2t, e tsin2t, 2e7sin2t — e ! cos 2t tém o mesmo polinémio
anulador.

ii. O conjunto {e'cos2t, te™'cos2t, t?¢ " cos2t} é um sistema fundamental de
solugoes de alguma equacao linear homogénea e de coeficientes constantes.

4. (1.0) Prove que se r; é uma raiz de multiplicidade 2 da equagao caracteristica associada
a equacao diferencial
y' +ay + agy = 0,

entao {e™! te™'} é um sistema fundamental de solugoes desta equagao.

5. (1.0) Sejam ¥y, - - - , y,, fungdes que admitem derivadas continuas até a ordem n inclusive,
num certo intervalo I C R e suponha que o seu Wroskiano nao se anula em /. Prove que
{y1,- -+ ,yn} é um sistema fundamental de solugoes, em I, da equagao diferencial linear

yi(t) ya(t) )y

(1) Ya(t) @)Y

: : L : = 0.
n—1 n—1 n—1 n—

IO i O B

v ) () g™

Fim



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
Equacgoes diferenciais e modelagao
2% Frequéncia (Licenciatura em Matematica) 16/12/2009

Duragdo: lhora e 30minutos (sem consulta) (A cotagao esta indicada a azul)

Seja sucinto(a) nas suas respostas, mas nao deixe de as justificar.

1. (1.0) Defina e, comA € R™" t € R, e indique as suas principais propriedades.
3

2. (1.0) Sendo A = , calcule e usando a definicao e propriedades da expo-

O O W
O W = =
_ o O O

0
0
0
nencial matricial.

3. (1.0) Prove que ®(t) é uma matriz fundamental para o sistema ' = Ay, se e sé se
D'(t) = AD(t) e det(D(t)) # 0, Vt € R.

1
bitrarias, define a solucao geral do sistema 3’ = Ay,

4. (1.5) Sabendo que y(t) = ce* [ i } + cye? [ b+l ], com ¢ € ¢y constantes reais ar-

(a) determine e

(b) determine A.

1 } que satisfaz y(0) = 0.

(c) determine a solugao particular de y' = Ay + [

5. (1.5) Para cada um dos sistemas diferenciais:
11 ¥ o= 2y(y—2?)
!/
y_|:0 O:|y7 { /:y—ilf2 ’

a) determine os pontos de equilibrio.

(a)
(b)

(c) faga um esbogo do retrato de fase.

determine a equagao das trajectérias.

6. (1.0) As quatro imagens seguintes representam o retrato de fase de quatro sistemas bidi-
I

mensionais da forma y' = Ay, com y = [z1 3

Ey

(a) Caracterize os sistemas correspondentes, quanto a estabilidade.
(b) Associe cada retrato de fase a uma das quatro opgdes seguintes, contendo pro-
priedades da matriz dos coeficientes.
(i)  trago(A) <0, det(A)>0 (ii) trago(A) >0, det(A) >0
(iii) traco(A) =0, det(4) >0 (iv) det(A) <0



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.

Equacgoes Diferenciais e Modelagao

Exame de época normal (Licenciatura em Matematica) 19/01,/2009
Duragdo (Partes | e I1): 2horas e 30minutos (Cotacao a vermelho)
Parte I

Seja sucinto(a) nas suas respostas, mas nao deixe de as justificar.

1. (2.0) Considere a equagao diferencial y' = (y — 1)

(a) Determine as isoclinicas e identifique aquelas que também sao solugdes.

(b) Faga um esbogo do campo de direcgoes no interior do quadrado de lado 4, centrado
na origem das coordenadas.

(¢) Determine uma familia de solugoes.

(d) Determine a solucao particular que satisfaz a condigao inicial y(0) = 2.
)
)

Haverd alguma solucao da equagao diferencial cujo grafico passa pelo ponto (0,1)7

(e

(f) Qual é a solucao geral da equagao diferencial dada?

2. (2.0) Identifique e resolva a seguinte equacao diferencial de primeira ordem

vy — 2y = 2%, x> 0.

3. (1.5) Considere a seguinte equagao diferencial linear,
(D* —4)*>(D*+4)D*y = 0.
(a) Classifique esta equagdo, quanto aos coeficientes, quanto ao segundo membro e

quanto a ordem.

(b) Escreva a equagao caracteristica associada e determine as suas raizes e respectivas
multiplicidades.

(c) Diga, justificando, qual é a a solucao geral da equacao diferencial.
4. (2.0)

(a) Use o método do polindmio anulador para determinar a solugdo geral da equagao
diferencial
y//_y/:eI+2.
(b) Sabendo que % e** é uma solucao particular da equacao diferencial
" /I Adx
y —y=¢€¢-,
use o ”principio da sobreposicao” para determinar a solucao geral da equacao difer-

encial
Y —y =2e" +4—12€",

v.s.f.f.



5. (1.5) Considere o sistema diferencial 3y = Ay, y(t) € R**%.

A

(a) Prove que e’ é uma matriz fundamental para o sistema.

(b) Se ®(t) é uma outra matriz fundamental para o mesmo sistema, escreva uma ex-

pressao que relacione ®(t) com e,

cost —sint —cost

6. (2.0) Sabendo que ®(t) = cost —sint sint

1 ¢ uma matriz fundamental para o

sistema ¢y’ = Ay, determine

(a) e

(b) % (eAt) ‘t:O;

(c) a matriz A dos coeficientes;

1

(d) a solugao particular de 3/ = Ay + [ ! ] que satisfaz a condigao inicial y(0) = 0.

7. (2.0) Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais

{ o=y (4—(2*+y?)
y'=—2z (4= (2" +y))

Determine os pontos de equilibrio.
Determine a equagao das dérbitas (ou trajectérias).

Faca um esbogo do retrato de fase (com orbitas devidamente orientadas).

Fim



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
Equacgoes Diferenciais e Modelagao

Exame normal (Licenciatura em Matematica) 19/01,/2009

Duragao total (Parte I + Parte II): 2hora e 30minutos (Cotacao a vermelho)

Nome (completo):

Numero de estudante: Classificagao: valores

Segunda Parte

As questoes seguintes sao de escolha multipla. Para cada uma delas assinale a
Unica resposta certa e justifique a razao da sua escolha.

1. (0.5) A solucao geral da equagao diferencial y” +y = —2sinx é

O  y(z) =cicosx + casinx , onde ¢; e ¢y sdo constantes reais arbitrarias.
O y(z) =c1 4+ cee ™ +sinx + cosx , onde ¢; e ¢y sdo constantes reais arbitrarias.

O  y(z) =cicosx + cgsinx + xcosx , onde ¢ e co sa0 constantes reais arbitrarias.

Justificagao

2. (0.5) Apenas uma das seguintes equagoes diferenciais pode ser resolvida pelo método do
polinémio anulador. Qual?

0 y///+y//+2y’_yzseCl‘-
O y" =2y =e 4+ 2%e*® + cos 3w + 3 .

O o' —axy+y=e".

Justificacao



3. (0.5) As funcoes 1, z, 22, €3, xe3*, e® cos 3x

[0 formam um sistema fundamental de solugoes da equagao diferencial
D3(D —3)*((D—-1)2?+9y=0.

[1  sao solugoes de uma equacao linear, homogénea, com coeficientes constantes e de
sexta ordem.

[1  sao solugoes de uma equacao linear, homogénea, com coeficientes constantes e de
sétima ordem.

Justificagao

4. (0.5) Apenas uma das seguintes afirmacoes é verdadeira. Qual?

[0 O polinémio diferencial (D +1)?+ D* é o polinémio anulador da fungao ze™ + 3.

[0 Asfungoes e*sinx—4e Fcosdxr e e*cosx—2e *sindr tém o mesmo polinémio
anulador.
[0 O polinémio diferencial D? é o polinémio anulador da funcao z 3.

Justificacao



5. (0.5)

A)—l — ATl

0  e4 é invertivel apenas quando A for invertivel e, neste caso, (e

[0 Se A é uma matriz escalar (i.e., A = A, para algum A € R), entdo e'Ped =
etdetB Yt e R e VB € R,

O det(e?) =1, VA € R™",

Justificagao

6. (0.5) Suponha que a matriz dos coeficientes do sistema linear bidimensional y' = Ay é
constante e invertivel.

[0 Se A nao tiver valores préprios positivos, entao o sistema é estdvel.
[0  Se o determinante de A for negativo, entao o sistema é estavel.

[0 Se A nao tiver valores proprios reais e o seu traco for positivo, entao o sistema é
instavel.

Justificagao



7. (0.5) Sejam A € R**?, 4 e 7 os valores préprios de A, com my (4) =2 e mg(4) =1,v e
v vectores préprios de A associados respectivamente a 4 e 7, e w um vector tal que w, v,

e vy sao linearmente independentes. Entao,
O cretoy+ese™va+czetw, com ¢, i = 1,2, 3, constantes reais arbitrarias, é a solucao
geral de Y/ = AY.
0  e?w é uma solucao de Y/ = AY.

0  e™wv, nao é solucao de Y/ = AY'.

Justificagao

8. (0.5) Considere o sistema diferencial bidimensional y' = f(y).

[1  As solugoes da equacao das dérbitas sao érbitas do sistema.

[J  Os pontos de equilibrio do sistema sao 6rbitas do sistema.

[0 O conjunto dos pontos de equilibrio do sistema constituem uma 6érbita do sistema.

Justificagao



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.

Equacgoes Diferenciais e Modelagao

Exame de recurso (Licenciatura em Matematica) 10/02/2009
Duragdo (Partes | e I1): 2horas e 30minutos (Cotacao a vermelho)
Parte I

Seja sucinto(a) nas suas respostas, mas nao deixe de as justificar.

1. (3.0) Considere a equagao diferencial 3 = (y + 1)%.

(a) Determine as isoclinicas e identifique aquelas que também séo solugdes.

(b) Faga um esbogo do campo de direcgoes no interior do quadrado de lado 4, centrado
na origem das coordenadas.

(¢) No esbogo da alinea anterior, represente os graficos das solugoes particulares que
satisfazem as seguintes condigdes: y(0) = 2; y(0) = —1; y(0) = —2.

(d) Determine uma familia de solugoes.

(e) Determine a solugao particular que satisfaz a condigao inicial y(0) = 0 e diga qual é
o seu intervalo de existéncia.

(f) Havera alguma solugao da equacao diferencial cujo grafico passa pelo ponto (0, —1)?

(g) Qual é a solugao geral da equagao diferencial dada?

2. (2.0) Identifique e resolva a seguinte equacao diferencial de primeira ordem
2
3y — Ty =ty 2 t>0.

3. (2.5)

a) Use o método do polinémio anulador para determinar a solugao geral da equagao
U ‘todo d linémi lad det i luca l1d a
diferencial
y// + y/ —t+9.

(b) Sabendo que %e‘” é uma solucao particular da equacao diferencial
y// + y/ — 10 64t,

use o " principio da sobreposi¢ao” para determinar a solucao geral da equacao difer-
encial
y' +y =2t —4+5e".

4. (2.0) Considere o sistema diferencial 4/ = Ay, y(t) € R™*1

(a) Prove que se A é um escalar (real ou complexo) e v um vector (real ou complexo),
entdo e v é uma solugao do sistema (real ou complexa) se e s6 se v é um vector
préprio de A, associado ao valor préprio .

(b) Se A for um valor préprio complexo da matriz A, construa duas solugoes reais e
linearmente independentes para o sistema diferencial.

v.s.f.f.



5. (2.5) Considere o sistema diferencial iy = [ _02 (2) 1 Y+ { (1) } Determine

(a) e
(b) a solugao geral do sistema homogéneo associado;

(c) a solugao particular do sistema completo que satisfaz a condicdo inicial y(0) = 0.

6. (2.0) Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais
o=y (4 (@ +9)
y=-x(d-(a2+y)) "

a) Determine os pontos de equilibrio.

(a)
(b)
)
)

Determine a equagao das érbitas (ou trajectérias).

(c

(d) Comente a seguinte afirmagao: As 6rbitas do sistema sao circunferéncias.

Faga um esbogo do retrato de fase (com 6rbitas devidamente orientadas).

Fim



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
Equacgoes Diferenciais e Modelagao

Exame de recurso (Licenciatura em Matematica) 10/02/2009

Duragao total (Parte I + Parte II): 2hora e 30minutos (Cotacao a vermelho)

Nome (completo):

Numero de estudante: Classificagao: valores

Segunda Parte

As questoes seguintes sao de escolha multipla. Para cada uma delas assinale a
Unica resposta certa e justifique a razao da sua escolha.

1. (0.5) A solucao geral da equacao diferencial y” —y = —2sint é

O y(t) =cicost + cosint +sint , onde ¢; e ¢y s80 constantes reais arbitrarias.
O y(t) = crel + e — 2sint , onde ¢; e ¢y sdo constantes reais arbitrérias.

O y(t) =cre’ + e +sint , onde ¢; e ¢y sdo constantes reais arbitrarias.

Justificagao

2. (0.5) Apenas uma das seguintes equagoes diferenciais pode ser resolvida pelo método do
polinémio anulador. Qual?

] ty’”+y”+2y’—y:t2.
O y// o y/ — %
O y/// _ 2y/ — 6_2.

Justificacao



3. (0.5) As funcoes t?, t?e%, e’ cos 3t

[J formam um sistema fundamental de solugoes de uma certa equacgao diferencial
com coeficientes constantes.

[1  Admitem o mesmo polinémio anulador.

[1  sao solugoes de uma equacao linear, homogénea, com coeficientes constantes e de
oitava ordem.

Justifica¢ao

4. (0.5) O polinémio anulador da fungiao z?e™* — 223 é:
O (D+1)3+ D"
O (D+1)2D
O (D+1)*D%

Justifica¢ao



5. (0.5) Sejam A € IR**®, 4 e 7 os valores préprios de A, com mg(4) = 2, v1 e vy vectores
préoprios de A associados a 4. Seja w tal que {v1,vy,w} é um conjunto de vectores

inearmente independentes.
1 te ind dent
O 2e*v; + 4e**vy é uma solucao de vy = Ay.
O et +eseva+cge™w, com ¢, i = 1,2, 3, constantes reais arbitrarias, é a solucao
geral de i/ = Ay.

O  e™w é uma solucao de y' = Ay.

Justificacao

6. (0.5) Suponha que a matriz dos coeficientes do sistema linear bidimensional y' = Ay é
constante e invertivel.
[0  Se A nao tiver valores proprios de parte real positiva, entao o sistema é estavel.

[1  Se o determinante de A for positivo, entao o sistema é instavel.
[0 Se A nao tiver valores préprios reais e o seu trago for negativo, entao o sistema é

estavel, mas nao assimptoticamente.

Justificagao



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
Equacgoes diferenciais e modelagao
Exame normal (Licenciatura em Matematica) 18/01/2010

Duragdo : 2horas e 30minutos (sem consulta) (A cotacao estd indicada a azul)
Seja sucinto(a) nas suas respostas, mas nao deixe de as justificar.

1. (4.5)

(a) O que é uma equacao diferencial ordinaria?
(b) Qual é a forma geral de uma equagao diferencial linear de ordem n?

(c¢) Enuncie condigbes que garantam a existéncia de uma tnica solugao, num certo inter-
valo I C R, de uma equagao diferencial linear satisfazendo certas condicoes iniciais.

(d) Prove que, nas condi¢oes enunciadas na alinea anterior, o conjunto das solugdes em I
de uma equacao diferencial linear homogénea de ordem n forma um espacgo vectorial
real de dimensao n.

(e) O que é um sistema fundamental de solugbes para uma equagao diferencial linear
homogénea de ordem n?

(f) Classifique quanto aos coeficientes, quanto ao segundo membro e quanto a ordem a
seguinte equagao diferencial linear

(D* = 9)*((D+2)*+2)*y =0.

(g) Determine um sistema fundamental de solugdes e a solugdo geral da equacdo da
alinea anterior.

2. (2.0) Considere a equagao diferencial 3 = y2.

(a) Identifique a equagao e determine uma familia de solugoes.
(b) Determine todas as solugoes singulares relativamente a familia da alinea anterior.

(¢) Determine uma solucao particular que satisfaca a condi¢ao inicial y(0) = 3 e o
respectivo intervalo de existéncia.

(d) Apresente argumentos que justifiquem o facto da solugao da alinea anterior ser tnica.
(e) Qual é a solugao geral da equacao diferencial?

3. (3.5) Determine a solucao geral das seguintes equagoes diferenciais, usando o método que

achar mais apropriado para cada uma delas.

(a) ¥+ 7y =t""

(b) ' —2y +y=¢e"+1.

(c) v/ =2y +y=t"te

(d) ' =2y +y=—-1—c" +3t71e.



4. (2.5) Seja A =

(a)
(b)

O =N
=N O
N OO

Construa um sistema fundamental de solugoes do sistema diferencial iy’ = Ay, en-
volvendo valores proprios da matriz dos coeficientes.

Calcule a solucao particular do sistema y' = Ay + b(t) que satisfaz a condicao inicial
y(0)=1[0 0 1 }T, sabendo que b(t) = [ 0 0 ¢ }T.

5. (3.0) Para cada um dos sistemas diferenciais:

(a)
(b)
()
()

=10 w {o 2w @,

determine os pontos de equilibrio.
determine a equagao das trajectérias.
faca um esbogo do retrato de fase.

Comente a seguinte afirmacao, relativa ao sistema diferencial nao linear: exceptuando
os pontos criticos, as trajectorias do sistema sao circunferéncias centradas na origem
do plano zoy.

6. (1.5) Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes.

(a)
(b)
(c)
(d)

(e)
(f)

O polinémio diferencial D* (D +1)? é o polinémio anulador das fungoes te™ e 3.

eMv é solucao do sistema ' = Ay, quaisquer que sejam o vector v e o escalar \.

ey é solucdo do sistema y' = Ay, qualquer que seja o vector v.

Se A é de ordem impar e se o sistema iy = Ay é estavel e s tem um ponto de
equilibrio, entao A tem necessariamente um valor proprio negativo.

Se a matriz A € R**4 nao tem valores préprios de parte real negativa, entao vy’ = Ay
¢ instavel.

Se ®(t) é uma matriz fundamental do sistema y’ = Ay, entao ®~'(¢) é solucao do
sistema Y’ = —Y A.

Fim



DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
Equacoes diferenciais e modelacao
Exame de recurso (Licenciatura em Matematica) 02/02/2010

Duragdo : 2horas e 30minutos (sem consulta) (A cotagao estd indicada a azul)

Seja sucinto(a) nas suas respostas, mas nao deixe de as justificar.

1. (5.5)

(a) O que é uma equagao diferencial ordinéria?
(b) Para uma equacgao diferencial da forma y' = f(¢,y), defina os seguintes conceitos:
i. Solucao.
ii. Familia de solugoes.
iii. Solugao particular, relativamente a uma familia de solugoes.
iv. Solucao singular, relativamente a uma familia de solugoes.
v. Solugao geral.
vi. Intervalo de existéncia de uma solugao, que satisfaga a condigao inicial y(tg) =
Yo-
(c) Para a equagao y' = y?, apresente solugoes que correspondam a cada um dos con-

ceitos da alinea anterior.

d) Mostre que a seguinte equagao diferencial é exacta e determine uma familia de
g
solugoes.
(1+zy*)+ (1 +2°)yy =0

(e) Considere a ED linear homogénea e de coeficientes constantes P(D)y = 0. Prove
que se r = a=£if, 5 # 0, sdo raizes da equagao P(r) = 0, entdo e* cos 0t e e* sin St
sao solugoes reais linearmente independentes da ED.

(f) Determine um sistema fundamental de solugoes e a solugao geral da equagao dife-

rencial
(D2 —1)2(D*+ 1)) ((D+1)2+2)y=0.

2. (3.5) Determine a solucao geral das seguintes equacoes diferenciais, usando o método que
achar mais apropriado para cada uma delas.

(a) o' — 4y + 4y = 2e* — 1.
(b) ' — 4y + 4y =t""e*.
(c) y' —4y +4y = —1+2e* + 2171 2.

-2 1 0
3. (3.0)SejaA=1| 0 -2 1
0 0 =2

(a) Construa um sistema fundamental de solugdes do sistema diferencial y' = Ay, en-
volvendo valores proprios da matriz dos coeficientes.

(b) Calcule a solucao particular do sistema y' = Ay + b(t) que satisfaz a condicao inicial
y(0)=[1 0 0 }T, sabendo que b(t) = [t 0 0 }T.



4. (3.0)

(a) Para cada um dos sistemas diferenciais

. -1 2 7 = (2u—2)(z+1?)
=10 8] {02 G 2us ),

i. determine os pontos de equilibrio.
ii. determine a equacao das trajectorias.

iii. faca um esbogo do retrato de fase.
(b) Comente as seguintes afirmacoes, relativas ao sistema diferencial (2):

i. Nenhuma drbita do sistema é uma circunferéncia.

ii. Uma das érbitas do sistema é uma parabola.
5. (2.0) Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes.

(a) O polinémio diferencial D? (D + 1)? é o polinémio anulador das fungoes te™* + t*
e 2te”t — 2.

A

(b) Se A é um valor préprio da matriz A, entdo eMv é solugao do sistema y' = Ay,

qualquer que seja o vector v.

(c) Se A é de ordem par e invertivel e se o sistema y' = Ay é estdvel, mas nao assimp-
toticamente, entao A nao tem valores proprios reais.

(d) Se a matriz A € R*** ndo tem valores préprios de parte real positiva, entdao 3/ = Ay
é estavel.

(e) Se ®(t) é uma matriz fundamental do sistema ' = Ay e a matriz A ¢é simétrica,
entdo @' (¢) (transposta de ®(t)) é solucao do sistema Y’ = Y A.

Fim
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