Algebra I - Exame de 15 de Junho de 2005

Esquema de resolucao

,a,b € R.

o = Q
— o o

1
1. Seja G o subconjunto de GL3(IR) constituido pelas matrizes da forma | 0
0

(a) Mostre que G é um grupo para a multiplicagdo usual de matrizes.

(b) Prove que G é isomorfo a IR x R.

1.(a) Como GL3(IR) é grupo para a multiplicagido de matrizes, basta provar que G é subgrupo:

(i) GL3(IR) # 0 pois contém a matriz identidade;

1 aq bl 1 a9 bg
(ii) o produto de A;=| 0 1 0 | pelainversade Ao =| 0 1 0 | éa matriz
0 0 1 0 0 1
1 a1 — ag bl — bg
0 1 0 que pertence a G}

0 0 1

portanto G é grupo para esta operacao.

1.(b) f: G — IR x IR definida por f(A) = (a,b) é uma fungao bijectiva e, como

1 a1 + ao b1 + b2
Ay x Ay =10 1 0 , temos que (A1 + A2) = f(A1) + f(A2).
0 0 1

2. Sejam r e s dois elementos de Sy tais que r = (123) e s = (12).

(a) Prove que sr = r?s.

(b) Determine:

i. o subgrupo H de S gerado por r e s;
ii. o subgrupo conjugado de H por o = (14);

iii. a ordem dos elementos pares de H.

2.(a) E s6 calcular.

2.(b)

(i) O grupo H é isomorfo ao grupo diedral Ds: ele é gerado por dois elementos, r de ordem
3 e s de ordem dois, tais que sr = r?s. Assim H = {e,r,r? = (132),s,7s = (13),7%s = (23)}.

1) oo™~ = €), , R , R . alculos simples: oboc™ " para ¢ em
(i) cHo ' = {(),(234), (432), (24), (43), (23)}. (Célculos simpl o1 0 em H
obtém-se substituindo 1 por 4 e 4 por 1 em 6.)

(iii) Os elementos pares sao e, (123) = (13)(12) de ordem 3 e (132) = (12)(13) também de
ordem 3.
3. (a) Seja H um subgrupo ciclico de um grupo G. Mostre que, se H é normal em G entdo
qualquer subgrupo de H é também normal em G.
(b) Prove que o subgrupo de Dg gerado por r® é normal em Ds.

3.(a) Seja H =< a > e K um seu subgrupo. Como qualquer subgrupo de um grupo ciclico é

ciclico, K =< a™ >, para algum n € IN.



Sejam g € G e a!™ € K. Entao

gag~! = (gag™

1yt t
)" =(a”)™,
uma vez que H é normal. Assim ga'"g~! € K e K ¢é normal em G.

3.(b) O subgrupo < r > de Dg tem fndice 2, logo é normal em Dg. Como < r® > é subgrupo
de < r >, estamos nas condicoes da alinea anterior e podemos concluir que < 73 > é normal

em Dg.
4. Seja G um grupo ciclico de ordem 13 e m um inteiro positivo. Prove que

() fm: G — G tal que fi,(g9) = g™ é um homomorfismo;

(b) fm é um isomorfismo se e s6 se 13 nao divide m.

4.(a) fm(9192) = fm(91)fm(g2) porque f(g192) = (9192)™: fm(91)fm(g2) = g1™g2"™ e
(g192)™ = 1™ g2, uma vez que G sendo ciclico é abeliano.

4.(b) Para todo o elemento g # e, g™ = e se e 86 se m é muiltiplo de 13 porque a ordem de g

tem de ser um divisor da ordem do grupo.

O homomorfismo f,, é injectivo se e sé se Nucf,, = {g|g™ = e} = {e} e isto ocorre se e s6 se
13 nao divide m. Nesse caso, ele é um isomorfismo porque qualquer func¢ao injectiva de um

conjunto FINITO em si préprio é também sobrejectiva, logo bijectiva.
5. Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as afirmacoes:

(a) As transposigoes de S,, geram .S,,.

(b) Se H é um subgrupo normal de G e o indice de H em G é n entdo a’ € H, para todo o
a€G.

(¢) Existe um homomorfismo f : Zg — ZZs tal que f(1) = 2.

(d) ZZ tem subgrupos finitos nao triviais.

5.(a)Verdadeira: Toda a permutacdo pode ser escrita com produto de ciclos disjuntos, de
forma tnica a menos da ordem dos factores. Cada um dos ciclos (ajaz---as) em que se

decompoe pode escrever-se como produto de transposigoes
(arag - as) = (ar1as) -+ - (ar1a3)(ara2).

5.(b) Verdadeira: como G/H é um grupo de ordem n, a ordem de qualquer dos seus elementos
divide n. Portanto (aH)™ = H, para qualquer elemento aH, isto é, (aH)® = a"H = H. Logo
a" € H.

5.(c) Falsa: Se f fosse um homomorfismo a ordem de f(1) seria um divisor da ordem de 1,
pois 0 = f(0) = f(8-1) = 8f(1), mas 8 -2 = 1(mod 3).

5.(d) Falsa: Os subgrupos nao triviais de Z s@o da forma nZZ para algum inteiro n > 1

portanto infinitos.

6. Considere o grupo G = Zg X Z3 x o5 X 2. Determine:

(a) os coeficientes de torsao de G;
(b) um elemento de ordem 20;

(¢) um elemento de ordem 30.



6.(a) 8 x 3 x 25 = 600 (G = Zgoo x Z*).
6.(b) (2, 0, 5, 0, 0) tem ordem 20 = m.m.c(4,1,5,1,1) pois a ordem de 2 em Zg é quatro, a

de 5 em Zos € 5 e os elementos neutros tém ordem 1.

6.(c) (4,1, 5,0, 0) tem ordem 30 = m.m.c.(2,3,5,1,1).

. Classifique os grupos de ordem 35.

Grupos abelianos: Zss = Z7 X Zs porque m.d.c.(5,7) = 1.
Pelos teoremas de Sylow que dizem...
1. um tal grupo G tem um subgrupo H de ordem 7 e um subgrupo de ordem 5;

2. o ndmero de grupos de ordem 7 é t = 1(mod7) tal que t|5. Logo t=1 e portanto H é

subgrupo normal de Gj

3. o nimero de grupos de ordem 5 é ¢t = 1(mod5) tal que t|7. Logo t=1 e portanto K ¢

subgrupo normal de G
4. HNK ={e}: H= 77, K = 75 ¢ o tnico elemento cuja ordem divide 5 e 7 é o neutro;

5. G=KH: se K =< a >,
G=HUaHUCHUGHUd*H

porque quaisquer duas destas classes tém 7 elementos e sao disjuntas 2 a 2, pois a’H = a’ H....;

6. hk = kh paratodoo h € H e k € K: de facto
hkh 'kl e HNK

porque, pela normalidade de H, kh~'k~! € H e, pela normalidade de K, hkh~! € K.

Conclusao: de 4, 5 e 6 conclui-se que
G2K x H= Z5 X Z7

portanto ha , a menos de isomorfismo, um grupo de ordem 35.




