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I

Considere o problema de condição inicial

(P )

⎧
⎨
⎩

∂u

∂t
+ g′(u)

∂u

∂x
= 0, em IR× (0,+∞)

u(x, 0) = Á(x), x ∈ IR.

1. Mostre que se g′′ e Á′ têm o mesmo sinal, então o problema (P) tem solução z = u(x, t) definida em
IR× [0,+∞).

2. Determine
∂u

∂x
.

3. Suponha que g tem suporte compacto em IR, g′ > 0 e u(±∞, t) = ±∞. Mostre que

M(t) =

∫

IR
u(x, t) dx, t ≥ 0,

é constante.

4. Averigúe a existência de choques com Á(») = », » ∈ IR, e g(x) =

⎧
⎨
⎩

1, x ∈ [−1, 1]

− ∣x∣, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

II

Considere o problema de condições inicial e de fronteira

(Q)

⎧
⎨
⎩

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ r(x, t), em (0, 1)× (0, T ],

u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = x(1− x), x ∈ (0, 1).

1. Considere r(x, t) = xt. Estabeleça para a candidata a solução de (Q) a seguinte expressão

∞∑

n=1

(
4
(−1)n+1 + 1

(n¼)3
e−(n¼)2t +

2(−1)n+1

(n¼)5
(t(n¼)2 − 1 + e−(n¼)2t)

)
sin(n¼x), (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ].

2. Mostre que a série anterior tem soma u : [0, 1] × [0, T ] → IR cont́ınua e tal que existe
∂u

∂t
também

cont́ınua em [0, 1]× (0, T ].

3. Considere r(x, t) = 0, T = +∞.

(a) Seja M(t) =

∫ 1

0
u(x, t)2 dx, t ∈ [0, T ]. Mostre que

i. M(t) é cont́ınua, diferenciável e M ′(t) ≤ 0, t > 0;

ii. M(t) ≤ 32

¼6

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)6
, t ∈ [0,+∞).

(b) Utilizando a aĺınea anterior, mostre que o problema diferencial tem solução única.


