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1. (a) Considere o problema de condições iniciais

(Po)
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
em IR× IR+, u(x, 0) = 0,

∂u

∂t
(x, 0) = Ã(x), x ∈ IR,

em que Ã ∈ C1
0 (IR). Mostre que u(x, t) =

1

2

∫ x+t

x−t

Ã(s) ds, x ∈ IR, t ∈ IR+
0 , é solução única de (P0).

(b) Determine a solução do problema

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
+ cos(¼x) em IR× IR+, u(x, 0) = 0,

∂u

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ IR.

2. Considere o problema de difusão

(Pd)
∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ f(u) em (0, 1)× (0, T ], u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ], u(x, 0) = g(x), x ∈ (0, 1).

(a) Suponha que f(0) = 0 e f ′ < M. Mostre que se (Pd) tem solução u, então u é única e verifica
∥u(t)∥2L2 ≤ e2Mt∥g∥2L2 , t ∈ [0, T ].

(b) Seja f(u) = −bu, b > 0, g(x) = x(1− x).

i. Estabeleça para u a expressão

u(x, t) =

∞∑
n=1

e(−b−(n¼)2)t 4
(
(−1)n+1 + 1

)

(n¼)3
sin(n¼x), x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ],

ii. Prove que u é uma função cont́ınua em [0, 1]× [0, T ].

iii. Determine os extremos de u em [0, 1]× [0, T ].

3. Determine a solução do problema de condição inicial

∂u

∂t
+

∂u

∂x
= e−u em IR× IR+, u(x, 0) = ln(1 + x2), x ∈ IR.

4. Considere o problema de Poisson : Δu = f em B1(0) ∈ IR2, u = g em S1(0), em que 0 = (0, 0).

(a) Suponha que u ∈ C2(B1(0)). Prove que se tem

u(») =

∫

B1(0)

fGdx+

∫

S1(0)

gH ds, » ∈ B1(0),

em queG(x, ») =
1

2¼
ln
( ∥x− »∥
∥x− »∗∥

)
, »∗ =

1

∥»∥2 », H(x, ») =
1

2¼

1− ∥»∥2
∥x− »∥2 , x ∈ B1(0), » ∈ B1(0), x ∕= ».

[Sugestão: Tem-se u(») =

∫

B1(0)

ΔuGdx−
∫

S1(0)

(
G
∂u

∂´
− u

∂G

∂´

)
ds, » ∈ B1(0)]

(b) Determine u(0) para f = 0 e g(x1, x2) = x2
1 + x2

2.
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