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Observação: A resolução completa de cada exercício inclui a justificação do raciocínio 
utilizado e a apresentação dos cálculos efectuados. Não é permitido o uso de qualquer 
tipo de máquina de calcular. 

1. Seja A E IRnXn. Denotemos por X(A) o conjunto dos valores próprios da matriz A. 

Prove que: 

(a) Se T E IRnXn é uma matriz por blocos 

P q 

então X(T) = X(Tll) U X ( q 2 )  
(b) Se A E IRnXn, B E IR

pxp
, e X E IRnxp, #. satisfazem 

- -- A-- - 
então existe uma matriz ortogonal Q E IRnXn tal que 

onde 
Tl1 T12 P 

T =  [ O T22] n - p  

P n - P  

e X(Tll) = X(A) n X(B). 

(c) Se A E IRnXn, então existe uma matriz ortogonal Q E IRnXn tal que 

onde D = diag(X1, . . . , A,) e N E IRnXn é uma matriz estritamente triangular superior. 
Adicionalmente, Q pode ser escolhida de forma a que os valores próprios Ai aparecem 
por qualquer ordem na diagonal. 

2. Prove que, se A E IRnXn é simétrica e definida positiva, então a iteração de Gauss-Seidel 
converge para qualquer x(O). 



3. Considere o sistema Ax = b em que A é uma matriz de ordem n simétrica definida 
positiva. Considere o seguinte método de direcções conjugadas onde os vectores A- 
conjugados pk, k = O, 1, . . . , n - 1 são dados a priori, assim como a estimativa inicial 

20. 

Temos que, r0 = b - Azo, a o  = poTro/poTApo e xm é dada pelo método 

i- Qm = prnTrm/pmTAprn 
. . 
11- Xm+l = Xm amPm 
. . . 
111. rm+l = rm - amApm, 

Suponhamos que escolhemos a estimativa inicial dada por xo = x - p,-1. Mostre que 
x0 = x1 = . . . = xn-1 e x, = x. 

4. Seja g(x) uma função contínua em [a, b], e seja g([a, b]) C [a, b]. Adicionalmente, supo- 
nhamos que existe um X tal que O < A < 1, com 

Mostre que 

(a) x = g(x) tem uma única solução a E [a, b]. 

(b) x, =g(~,_~)-converge para - a, - para todo o xo E [a, b]. - -  ___-_-.-_ - -- 
A" - -  

(C) Ia - xn( I - ( ~ i  - ~ o ( -  
1 - X  
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