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1 Interpolacao cubica de Hermite segmentada

Em muitas situagoes (em computacao grafica, por exemplo), é necessario gerar rapidamente curvas
suaves que possam ser modificadas de forma facil. Além disso, a alteracao de uma porcao dessas
curvas nao deve afectar as restantes partes da curva.

Uma das escolhas mais usuais para gerar curvas paramétricas sao os polinémios cuibicos de Hermite
segmentados. Como foi visto, cada porcao desses polinémios é determinada pela especificacao dos
seus pontos extremos e das derivadas (tangentes a curva) nesses pontos.

Suponhamos que queremos calcular a curva que passa nos pontos P; = (x;,y;), i = 0,1,...,n,
usando polinémios cibicos de Hermite segmentados. Para isso teremos que, para cada ponto P,
especificar os valores de T; = (2/(¢;),y'(t;)), i = 0,1, ..., n, onde x; = z(t;) e y; = y(t;).

Vamos simplificar o problema. Pretendemos determinar a curva (polinémio ctibico) que passe pe-
los pontos Py = (o, y0) = (x(to),y(to)) e Pr = (z1,y1) = (x(t1),y(t1)) e tenha tangentes (inclinagoes)

d
d_y(o) = ag em (%o, Yo),
xr
¢ d
1) = ar em (1, 31).
Esta curva é chamada curva de Ferguson-Coons. Como
dy y'(0) dy y'(1)
—Z(0) = —Z(1) =
dx( ) 2'(0) ¢ dx< ) /(1)

temos que ap e a nao sao alterados se multiplicarmos z’(0) e 3/(0) pelo mesmo parametro A e /(1)
e 3/(1) pelo mesmo parametro . A multiplicagdo por um parametro nao altera as tangentes a curva
mas altera a sua forma. Iremos ver, com um exemplo, que, a medida que o parametro A\ cresce a
curva aproxima-se da sua tangente em P, (e 0 mesmo acontece com p e Py).

Exemplo 1 Para determinar a curva que passa pelos pontos Py = (9, yo) € P = (21, y1) com tangentes
g = a1 = 1 podemos construir a tabela:
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A curva que iremos calcular é da forma — () t € [0, 1]. Iremos calcular apenas o polinémio

x deixando o célculo de y ao cuidado do aluno.
Comecemos por considerar a seguinte tabela de diferencas finitas.
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Assim, temos que

z(t) =z +tA+t(r1 —x0 — A+ A —p+2(zo — 1)) (t — 1))).
2 Curvas de Bézier

Consideremos, de novo, o problema de calcular a curva de Ferguson-Coons que passa pelos pontos
Po = (20, 90) = (z(to), y(to)) e Pr = (z1,41) = (z(t1),y(t1)) sendo dados os valores
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A especificacao dos valores dos declives ag e a7 pode nao ser ébvia. Em computacgao grafica essa
especificagao é feita, de forma simples, através de dois pontos auxiliares (pontos de guia), tal como
indicado na Figura 1.
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Figura 1: Curva de Ferguson-Coons obtida a custa de dois pontos de guia.

Assim, dados dois pontos auxiliares Py = (x2,%2), € P3 = (3,y3), vamos considerar

{ Ty = MP—FR) { (2'(0),4'(0)) = Alwz = 0,92 = %0)
I = p(h—P3) (@'(1),y'(1)) = pler — 23,491 — ys)

)

com A e u factores de normalizacao. No que se segue vamos considerar A = y. Assim, a curva de
Ferguson-Coons ¢é dada por

(12 cepn

x(t) = xo +t(AMwa — o) +t(x1 — 20 — M2 — 70) + (t — 1) (A (=23 + T2 + 71 — T0) — 2(1 — 70)))) (1)
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y(t) = yo +t(AMy2 —vo) +t(y1 — Yo — AMy2 — o) + (t = 1)(M—ys +y2 +y1 — %) — 2(y1 — %0))))- (2)

Uma propriedade importante para o controlo da curva de Ferguson-Coons reside no facto dessa
curva estar contida no invélucro convexo definido pelos pontos Py, Py, Py e P se e 86 se A € [0, 3].
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Figura 2: Graficos das curvas de Ferguson-Coons com A = 1, 3, 15.

O invdlucro convexo de um conjunto de pontos é definido como sendo o menor convexo que contém
esses pontos. Sabe-se que um ponto P pertence ao invélucro convexo definido pelos pontos Fy, ..., P,
se e 86 se P puder ser escrito como uma combinacao linear convexa desses pontos, isto €, se

P=Y 6P,
i=0

com ¢; > 0,7 =0,...,n, e > ¢ = 1. Tal facto resulta imediatamente dos Exercicios 3 e 4.
Quando A = 3 a curva de Ferguson-Coons também se chama curva de Bézier.

3 Exercicios

Exercicio 1 Mostre que a curva de Ferguson-Coons é dada por

(128 cemn

com z(t) e y(t) definidos por (1) e (2), respectivamente.

Exercicio 2 Obtenha graficos da curva de Ferguson-Coons, considerando P, = (0,0), P, = (2,0),
fazendo variar P, P; e \.

Exercicio 3 Mostre que a curva de Ferguson-Coons se pode escrever na forma

{ z(t) = ¢o(t)zo + Or(t)w1 + Po(t) o + P3(t)xs t€0,1]
y(t) = do()yo + ¢1(t)y1 + P2(t)y2 + da(t)ys T
com

Go(t) = 26— N> =3t + 202 — Mt + 1,

o1(t) = =263+ NP — N2 + 3%,

Ga(t) = M3 —2X2 + A,

d3(t) = =M+ M2

Exercicio 4 Mostre que ¢;(t) >0,i=0,1,2,3,t € [0,1], se e sé se A € [0, 3].



