MATEMATICA NUMERICA II — Exame — 12/01/05
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.

Duracao: 2h15m

Atencao: Justifique todas as suas respostas. Podem consultar-se os apontamentos das
aulas, bem como os enunciados e as respostas dos exercicios das aulas e dos trabalhos.

1. Seja F': R" — R" uma func¢ao continuamente diferenciavel e com matriz Jacobiana
nao singular em R".

Considere o sistema de equacoes nao lineares
F(x) =0

e o problema de minimos quadrados

1
min 5|]F(m)|]2

xER™

(a) Escreva a direc¢ao de descida méxima para o problema de minimos quadrados.

(b) Qualquer ponto estacionario deste problema de optimizagao é solugao do sis-
tema. Porqué?

(¢) Prove que o passo de Newton para o sistema de equagoes nao lineares é uma
direcgdo de descida para o problema de minimos quadrados (se F'(z) # 0).

(d) Mostre que o método de Newton para o sistema de equagoes ndo lineares coin-
cide com o método de Gauss—Newton para o problema de minimos quadrados.

2. Considere uma férmula de quadratura interpolatéria, para aproximacao do integral
I(f) = [, f(z) dz, da forma

L(f) = aof(xe) + a1 f(V3/3).
(a) Para que valores de g, ay e x atinge esta formula o seu grau de exactidao
méaximo? (No caso de g e ay s6 precisa de indicar as suas expressoes.)

(b) Considere a; = 0. Para que valores de ag e ¢ atinge a formula Iy(f) = ao f(z0)
o seu grau de exactidao maximo?

(c) Classifique as formulas que encontrou nas duas alineas anteriores.



3. Dada uma funcao f, continua em [0, 1], considere o seguinte problema de condigoes
de fronteira periddicas:

~u'(z) = f(z)

f se = € (0,1),
u(0) = u(1),

encontrar u € C2[0,1] tal que
u'(0) = 4/(1).

Considere o intervalo [0, 1] discretizado na forma

=29 < T1 < 0 < Tp_o < Tpq = 1.

Seja uy uma aproximacao para u(zy), k =0,1,...,n —1. Faga h=1/(n — 1).

(a)

(b)

(c)

Com k a variar de 0 até n— 1, escreva uma aproximacao para u”(xy) recorrendo
a formula das diferencas centrais de segunda ordem. Tome o simétrico desta
aproximacao e faga-o igual a f(z). Retna todas estas igualdades num sistema
de equagoes lineares e escreva-o na sua forma matricial, fazendo u_; = u,_1 e
u, = ug. O resultado é o seguinte:

2 -1 0 0 0o -1 o f(())

-1 2 -1 0 0 0 Uy f(h)

0 -1 2 0 0 0 s F(2h)

. . _ |

0 0 0 2 -1 0 Un—3 f((n—3)h)

0 0 0 -1 2 -1 Up—2 f((n—2)h)
-1 0 0 0 -1 2 | Lun-1 | f()

Mostre que a matriz deste sistema é circulante. Escreva os seus valores proprios
no caso n = 3J:

2 -1 -1

-1 2 -1 /{.

-1 -1 2

Como resolveria este sistema de forma eficiente?

4. Considere o problema de valor inicial definido por

y/ — t3 27

y(0) = 0.
Justifique o motivo pelo qual este problema tem uma e uma sé6 solucao no
rectangulo [—1,1] x [—1,1].
Enuncie os passos do método de Taylor de ordem 2 para este problema (como
foi feito na aula para um outro problema e uma outra ordem).

Escreva a formula de actualizagdo do método na forma w1 = ugx + h®(tg, ug,
f(ty, ug); h), identificando a sua fun¢ao incremental.

Prove que o erro de truncatura local deste método obedece a
Ry.11(h)

h

em que C' é uma constante positiva independente de h ou de ny,.

< Oh?,
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Resolucao do Exame da Epoca Normal (12/01/2005) de
Matematica Numérica 11

1. Seja J(z) € R™™ a matriz Jacobiana de F' em x € R™.

(a) (1.0) —J(2)TF().

(b) (1.0) Tem-se que —J(z)" F(x) = 0 ¢é equivalente a F(x) = 0, porque J(x) é
nao singular. Logo, os pontos estacionarios do problema de minimos quadrados
coincidem com as solucoes do sistema de equagoes nao lineares.

() (1.0)
(~J(@) " F(@) " (~J(@)TF@)) = F@) J(@) T J(@) F) = |[F)]> > o.
A conclusio resulta, directamente, da aplicacio da Proposicio 2 da Aula 6.
(d) (1.0)
— (J@)TI(@) " T@) F) = —J(2) (@) TI(@) F2) = ~J(@) " F(a).

2. A procura de férmulas de quadratura com grau de exactidao maximo, leva-nos a
considerar as formulas de quadratura Gaussiana.

O factode a = —1, b = 1 e w(z) = 1, sugere a utilizagdo dos polinomios de Legendre.

(a) (2.0) Como v/3/3 ¢ uma das raizes do polinémio de Legendre de grau 2
(Aulas 14 e 15), vamos escolher zy como sendo a outra raiz (—+/3/3). O
grau de exactidao torna-se, assim, maximo e igual a 2n +1 = 3. Como as
formulas de quadratura Gaussiana sao interpolatorias vem que

ap = /léo(x)dx e a = /lél(x)dx

1 1

(com g = —v/3/3 e 21 = v/3/3 e {y e {1 os polinémios de Lagrange de grau 2
com base nestes dois pontos). Nao era preciso efectuar as contas...

(b) (1.0) A resposta ¢ xy = 0, que ¢ a raiz do polinémio de Legendre de grau 1.
O valor de ag seria dado por fjl lo(x) dx, para que a formila de quadratura
Gaussina seja, de facto, interpolatoria. O grau de exactidao torna-se, assim,
maximo e igual a 2n + 1 = 1. Nesta alinea, ¢, é o polinébmio de Lagrange de
grau 1 com base neste ponto.

(¢) (1.0) Ambas sao formulas de quadratura Gaussiana, logo interpolatorias (ja
visto). A da alinea (b) é de Newton-Cotes e aberta (h =1 e xy = 0).
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3.

(a)

(b)

(c)
(d)

2.5) A aproximacao para u”(z;) é dada por
( p Gao p k D

u(ry—1) — 2u(zy) + u($k+1)
h2

Deste modo, e de acordo com o que foi feito para o caso nao peridédico, vem

que
U_1 — QUQ +u; = h2f(0),

Ug — 2U1 + Ug = hzf(l’l),

Up—3 — 2un—2 +Up—1 = hzf(xn—2)7
Up—g — 2Up_1 +u, = h2f(1).
Fazendo u_1 = u,_1 e u, = ug, obtém-se o sistema pretendido.

(2.0) A matriz é circulante porque se escreve na forma

2 1 -1 ho he M
1 2 1| = |h hy hel,
1 -1 2 hy hi ho

com hg = 2, hy = —1 e ho = —1. Os valores proprios sao hg + hy + hy = 0,
ho+hiw+how? = 2—w—w? e hg+ hyw? + how* = 2 —w? —w (ver Trabalho 3),
com w = e~ 27/3,

(1.5) (Unica pergunta “dificil”.) Seja H uma matriz circulante. Ento
H = F7'AF, em que A é diagonal e F' ¢ a matriz da transformada discreta
de Fourier (ver Trabalho 3 da Disciplina). Assim sendo, Hu = f é equivalente
au = F'AT'Ff. Mas F7! = F/N, com N = 3 neste caso. Logo, u =
F (A=Y(Ff))/N, o que envolveria duas FFTs (de ordem N) e 2N divisdes.

(1.0) Este problema tem uma e uma s6 solu¢ao no rectangulo [—1,1] x [—1,1]
porque, num (qualquer) conjunto aberto contendo este rectangulo, as fungoes
f(t,y) =t3y* e 0f /Oy(t,y) = 2t3y sdo continuas (Teorema 2, Aula 23).

(2.0) Note que y” = 3t?y? + 2t3yy’ (os argumentos foram omitidos). Passos

do método de Taylor de ordem 2: Escolher T' e h (e determinar nh) Fazer

uo =y =0ety =0 Parak =0,1,...,n, — 1 fazer (1) u}, = tju2, (2)
= 3tiu? + 2t3uiul, (3) uk+1 = uy + h(uk + hu, /2) (4) tyr1 = tp + h.

(2.0) Riy1(h) = b3y (tk - Ukh)/G Assim sendo, C' = |maxt61y )()]/6. O
intervalo I poderia ser [0, 1] se T = 1.



	0405 - exame1.pdf
	res_exame1_04_05.pdf

