
MATEMÁTICA NUMÉRICA II � Exame � 08/02/06DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA DA F.C.T.U.C.Duração: 2h15mAtenção: Justi�que todas as suas respostas. Podem 
onsultar-se os Apontamentos deMatemáti
a Numéri
a II de 2005/2006 (
om anotações feitas na aula).1. Considere a apli
ação do método de Newton à resolução numéri
a da equação x3 = 0.(a) Seja x0 6= 0. Prove que xk+1 = (2/3)k+1x0.(b) Estude a taxa de 
onvergên
ia da su
essão gerada.(
) Diga por que motivo é que a resposta da alínea anterior não entra em 
ontra-dição 
om o teorema da 
onvergên
ia lo
al do método de Newton.2. Considere a fórmula de quadratura para integração em [a, b] dada por
F3(f) =

b − a

2
[f(a) + f(b)] +

(b − a)2

12
[f ′(a) − f ′(b)] ,
onhe
ida por fórmula trapezoidal 
orrigida, 
ujo o erro para funções quatro vezes
ontinuamente diferen
iáveis em [a, b] é dado por

I(f) − F3(f) = f (4)(η)(b − a)5/720
om η ∈ (a, b).(a) Qual é o grau de exa
tidão desta fórmula? Qual é a sua ordem de pre
isão?(b) Deduza um limite superior para o erro na forma Ch5, em que h = b − a e C éuma 
onstante independente de η.(
) Tome a função f(x) = x3 e a = −1 e b = 1. Mostre que o resultado daapli
ação desta fórmula 
oin
ide 
om o da fórmula trapezoidal.(d) Considere, agora, a função f(x) = sen(x) e a = 0 e b = π. Que outras fórmulas
onhe
idas, para além da trapezoidal 
orrigida, é que apli
aria neste 
aso?
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3. No âmbito da aproximação dis
reta de Fourier, 
onsidere duas funções g e h de�nidasnos N = 2n + 1 pontos xj = 2πj/N , j = 0, 1, . . . , N − 1, e tais que
g(xk) = 〈h(x), eikx〉N , k = 0, . . . , N − 1.(a) Mostre que
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em que F é a matriz da transformada dis
reta de Fourier.(b) Es
reva o ve
tor que envolve os valores de h em função do ve
tor que guardaos valores de g.(
) Mostre que h(x0) =
∑N−1

i=0 g(xi).(d) Es
reva as 
omponentes de F̄ em função de w (
om w = e−i2π/N ) para o 
aso
N = 5.4. Considere um problema de valor ini
ial, formulado na formaen
ontrar y ∈ C1(I) tal que {

y′(t) = f(t, y(t)) se t ∈ I,

y(t0) = y0,em que a função f é 
ontínua à Lips
hitz em R
2 relativamente ao seu segundoargumento (designe por γ a respe
tiva 
onstante de Lips
hitz).Considere, também, o método numéri
o para a resolução deste problema de�nidopela função in
remental

Φ(tk, uk, f(tk, uk); h) =
1

2
f(tk, uk) +

1

2
f(tk + h, uk + hf(tk, uk)).(a) Identi�que o método em 
ausa e 
lassi�que-o.(b) Prove que o método é estável-zero.(
) Diga por que motivo o método é 
onvergente.(d) Prove que o método não é A�estável.
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