MATEMATICA NUMERICA II — Exame — 25/01/07
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.

Duracgao: 2h15m

Atencao: Justifique todas as suas respostas. Podem consultar-se os Apontamentos de
Matematica Numérica IT de 2006/2007 (com anotagoes feitas na aula).

1. Considere o contexto da resolucao numérica de um sistema de equacoes nao lineares
F(z) =0, com F : R" — R™ n e m inteiros positivos a satisfazer n > m e F
continuamente diferenciavel (e com matriz Jacobiana dada por J(z)).

(a) Determine o conjunto das raizes do sistema definido por

2
B T+ T2 + X3
Fla) = { x1 + a3 }

(b) Escreva a matriz Jacobiana de F'(x) para o exemplo da alinea anterior e mostre
que tem sempre caracteristica igual a 2.

(¢c) No caso geral, mostre que a direc¢ao d(z) = —J(z)" (J(:E)J(:E)T)_l

uma direcgao de descida para a fungao (1/2)||F(z)|?, se F(z) # 0.

F(zx) é

Tome, agora, F(r) = Ax — b, em que A € R™*" & uma matriz com caracteris-
ticame be R™.

(d) Mostre que xo + d(zg) é solugao de F(z) = 0.

(e) Prove que quando xy = 0 a solugao encontrada é aquela que tem menor norma
entre todas as soluc¢oes de F'(x) = 0.

2. Considere a matriz F' da transformada discreta de Fourier de ordem 4 (N = 4).

(a) Escreva F' em fungio de 1, w, w? e w?.

(b) Marque 1, w, w? e w® no plano complexo.

(c) Escreva F em funcao de 1, w, w? e w?.

(d) Mostre que FF' = 4I. Nao efectue todos os calculos (basta calcular, por

exemplo, o produto da segunda linha de F' pela terceira coluna de F’). Qual é
a inversa de F7



3. Dada uma funcao f, continua em [0, 1], considere o seguinte problema de condigoes
de fronteira:

WD) = flr)  se ze(0,1),
encontrar u € C*[0,1] tal que u(0) = u(l) = 0,
(

(a) Mostre, através da mudanca de variavel y = —u”, que é possivel reescrever a
equacio diferencial uY(x) = f(z) como um sistema formado pelas equacdes

—u"(z) = y(x) e —y"(z) = f(2).
(b) Derive, entao, a seguinte formulacdo variacional para o problema de condigoes
de fronteira (V é o espago das funcoes teste usual): encontrar u,y € V tais que

(W' V') —(y,v) =0 YveV,
{y,v") = ({fiv) WweV
(c¢) Considere as fungoes teste v, ..., 1, do método dos elementos finitos. Pro-
cedendo de forma analoga a deste método, encontre um sistema de equagoes

lineares que permita calcular aproximacoes up(z) = > &i(z) e yp(x) =
> i, m;(x) para o problema variacional anterior.

4. Este exercicio tem por objectivo estudar o método de Euler implicito para proble-
mas de valor inicial (com a formulagao e hipdteses consideradas nas aulas). Neste
método, o valor de ugy1 é solugao de

Ukt1 = Up + hf (trs1, Untr)-

(a) Prove que a solugao do problema de valor inicial satisfaz

Y1 = Yk + hf (i1, Y1) + Exra(h),

em que Ey1(h) = —(1/2)y" (txs1 — oxh)h?, com oy, € (0,1).

(b) Determine a ordem do erro Ei,1(h) (enquanto poténcia de h) e a respectiva
constante.



