
MATEMÁTICA NUMÉRICA II � Exame � 25/01/07DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA DA F.C.T.U.C.Duração: 2h15mAtenção: Justi�que todas as suas respostas. Podem 
onsultar-se os Apontamentos deMatemáti
a Numéri
a II de 2006/2007 (
om anotações feitas na aula).1. Considere o 
ontexto da resolução numéri
a de um sistema de equações não lineares
F (x) = 0, 
om F : R

n → R
m, n e m inteiros positivos a satisfazer n > m e F
ontinuamente diferen
iável (e 
om matriz Ja
obiana dada por J(x)).(a) Determine o 
onjunto das raízes do sistema de�nido por
F (x) =

[

x2
1 + x2 + x3

x2
1 + x3

]

.(b) Es
reva a matriz Ja
obiana de F (x) para o exemplo da alínea anterior e mostreque tem sempre 
ara
terísti
a igual a 2.(
) No 
aso geral, mostre que a dire
ção d(x) = −J(x)⊤
(

J(x)J(x)⊤
)−1

F (x) éuma dire
ção de des
ida para a função (1/2)‖F (x)‖2, se F (x) 6= 0.Tome, agora, F (x) = Ax− b, em que A ∈ R
m×n é uma matriz 
om 
ara
terís-ti
a m e b ∈ R

m.(d) Mostre que x0 + d(x0) é solução de F (x) = 0.(e) Prove que quando x0 = 0 a solução en
ontrada é aquela que tem menor normaentre todas as soluções de F (x) = 0.2. Considere a matriz F da transformada dis
reta de Fourier de ordem 4 (N = 4).(a) Es
reva F em função de 1, w, w2 e w3.(b) Marque 1, w, w2 e w3 no plano 
omplexo.(
) Es
reva F̄ em função de 1, w, w2 e w3.(d) Mostre que FF̄ = 4I. Não efe
tue todos os 
ál
ulos (basta 
al
ular, porexemplo, o produto da segunda linha de F pela ter
eira 
oluna de F̄ ). Qual éa inversa de F ? 1



3. Dada uma função f , 
ontínua em [0, 1], 
onsidere o seguinte problema de 
ondiçõesde fronteira:en
ontrar u ∈ C4[0, 1] tal que 









u(4)(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0,

u′′(0) = u′′(1) = 0.(a) Mostre, através da mudança de variável y = −u′′, que é possível rees
rever aequação diferen
ial u(4)(x) = f(x) 
omo um sistema formado pelas equações
−u′′(x) = y(x) e −y′′(x) = f(x).(b) Derive, então, a seguinte formulação varia
ional para o problema de 
ondiçõesde fronteira (V é o espaço das funções teste usual): en
ontrar u, y ∈ V tais que

〈u′, v′〉 − 〈y, v〉 = 0 ∀v ∈ V,

〈y′, v′〉 = 〈f, v〉 ∀v ∈ V.(
) Considere as funções teste ψ1, . . . , ψn do método dos elementos �nitos. Pro-
edendo de forma análoga à deste método, en
ontre um sistema de equaçõeslineares que permita 
al
ular aproximações uh(x) =
∑

n

i=1 ξiψi(x) e yh(x) =
∑

n

i=1 πiψi(x) para o problema varia
ional anterior.4. Este exer
í
io tem por obje
tivo estudar o método de Euler implí
ito para proble-mas de valor ini
ial (
om a formulação e hipóteses 
onsideradas nas aulas). Nestemétodo, o valor de uk+1 é solução de
uk+1 = uk + hf(tk+1, uk+1).(a) Prove que a solução do problema de valor ini
ial satisfaz

yk+1 = yk + hf(tk+1, yk+1) + Ek+1(h),em que Ek+1(h) = −(1/2)y′′(tk+1 − σkh)h
2, 
om σk ∈ (0, 1).(b) Determine a ordem do erro Ek+1(h) (enquanto potên
ia de h) e a respe
tiva
onstante.
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