
MATEMÁTICA NUMÉRICA II � Exame � 09/02/07DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA DA F.C.T.U.C.Duração: 2h15mAtenção: Justi�que todas as suas respostas. Podem onsultar-se os Apontamentos deMatemátia Numéria II de 2006/2007 (om anotações feitas na aula).1. Seja {xk} uma suessão em R
2 de�nida por

xk =

[

3−k2

0

] se k for par e xk =

[

0

3−k
2

] se k for ímpar.(a) Mostre que {xk} onverge q-superlinearmente para 0 ∈ R
2.(b) Mostre que {(xk)1} não onverge q-superlinearmente para 0 ∈ R.() O que pode dizer sobre a taxa de onvergênia da suessão {(xk)1} ou {(xk)2}?(d) Num ontexto reíproo, se tiver duas suessões reais {(yk)1} e {(yk)2} a on-vergir q-superlinearmente para 0, o que é que pode onluir sobre a taxa deonvergênia de {yk} para 0 ∈ R

2? Justi�que.2. Pretende-se aproximar ‖∇f(x)‖ através de diferenças �nitas, para uma dada fun-ção f : R
n → R (n ∈ N). Pode assumir que o gradiente de f existe e é on-tínuo à Lipshitz (om onstante γ > 0). Seja v ∈ R

n um vetor de�nido por
vi = (f(x + ǫei) − f(x))/ǫ, i = 1, . . . , n, om ǫ > 0.(a) Deduza a aproximação para ‖∇f(x)‖ dada por:

‖∇f(x)‖ ≃ ‖v‖.(b) Mostre, exibindo um limite superior para a onstante do erro, que
|‖∇f(x)‖ − ‖v‖| ≤ Cǫ.
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3. Considere o álulo aproximado do integral I(f) =
∫

b

a
f(x) dx através de uma apro-ximação para f em [a, b] de�nida por g(x) = f(y) + (x − y)f ′(y), em que y ∈ (a, b)e se onsidera que f tem derivada em y.(a) Deduza a fórmula para I(g) dada por:

I(g) = (b − a)f(y) +
f ′(y)

2
(b − a)(a + b − 2y).(b) Que fórmula obtém quando y = (a + b)/2?() Deduza, na forma de um integral, uma expressão para o erro I(f − g), assu-mindo que f ∈ C2[a, b].(d) Mostre que o erro é da ordem de (b − a)3 e apresente um limite superior paraa respetiva onstante.4. Dada uma função f , ontínua em [0, 1], onsidere o seguinte problema de ondiçõesde fronteira:enontrar u ∈ C2[0, 1] tal que {

−u′′(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.
(P)Considere {Ψ0, Ψ1, . . . , Ψn} ⊂ C2[0, 1], om n ∈ N. Tome ū(x) =

∑

n

i=0
αiΨi(x) emque α0, α1, . . . , αn são oe�ientes reais.(a) Substitua u por ū na equação diferenial e diferenie.(b) Que ondições devem as funções Ψ0, Ψ1, . . . , Ψn e os oe�ientes α0, α1, . . . , αnsatisfazer para que ū veri�que as ondições de fronteira?() Considere, agora, n − 1 pontos x1 < · · · < xn−1 em (0, 1). Esreva um sistemade n+1 equações lineares (na forma matriial) que permita determinar ū omoaproximação da solução u.(d) Faça, Ψi(x) = xi, i = 0, 1, . . . , n. Esreva a matriz do sistema da alíneaanterior. Mostre que esta matriz é não singular quando n = 3.
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