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Nota: Justifique todas as suas respostas. Podem consultar-se os Apontamentos de
Matematica Numérica II (com anotagoes feitas na aula).

1. Seja F : D C R* — R™ uma funcao continuamente diferencidvel no conjunto
aberto e convexo D, x € D, e seja J a sua matriz Jacobiana, continua & Lipschitz
em D com constante 7.

(a) Mostre que

£ (u) = F(v) = J(@)(u—v)|| <

Bo |2

(Ju = fl +llo = z[Dllv = wll,  Yu,veD.

(b) Prove que se J(x) for invertivel, entdo existem constantes ¢ > 0e C > ¢ > 0
tais que
cllu—vl| < |[F(u) = F(v)|| < Cllu =],

para todo u,v € D tais que max{||v — u/, [Ju — z||} <e.
2. Considere a funcao quadrética de n variaveis,
fla) =aTAz/2 + b1z + ¢, (1)
com A € R™™ simétrica, b € R" e ¢ € R.

(a) Prove que f possui um unico minimizante local se e s6 se a matriz A for definida
positiva.

(b) Sejan=2e f(z) = 3a% + 123 + 2z125 — 321 — 22. Escreva a funcdo na forma
matricial (1) e determine todos os seus pontos estacionéarios. Quais desses
pontos sao minimizantes locais e porqué?

3. Considere I(f) = fol f(z)d.

(a) Determine Ay, Aj, By e By por forma a que a formula de quadratura

I(f) = Aof(0) + Arf(1) + Bof'(0) + Buf'(1)

tenha o maior grau de exactidao possivel.

(b) Considerando f(z) = 2° — Cz*, determine o valor da constante C' que possi-
bilita o célculo exacto de I(f) usando a férmula trapezoidal. Mostre que se
Ce } %, ?—i [ a formula trapzoidal permite obter uma melhor aproximacao para
I(f) que a formula de Simpson.



4. A altura (em metros) de 4gua num reservatorio, ¢ horas depois de este ter comegado
a ser esvaziado, é dada pela fungao h(t), de acordo com a seguinte tabela

Instante t; 0 1 4 7 g 10 14
Altura de dgua h(t;)) 2.1 2.0 1.8 1.5 14 1.1 0

Suponha que a altura de 4gua pode ser estimada pelo modelo
f(t) =In(a — bt), a,beR.

(a) Formule o problema dos minimos quadrados que permite ajustar o modelo aos
dados experimentais.

(b) Determine os parametros a e b usando o método de Gauss-Newton em primeira
aproximagao, tomando apenas os pontos da tabela (0,2.1), (7,1.5) e (14,0).
Nota: Considere a aproximagao inicial (ag,by) = (8,0.5) e use quatro casas
decimais nos calculos a efectuar.

(c) Diga se a direcgdo de Gauss-Newton obtida na alinea anterior ¢ uma direcgao
de descida e determine a altura de agua que o modelo calculado fornece, para
t = 5 horas.



