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15 de Junho de 2009 Exame Normal 2h30m

Observacao: A resolucao completa de cada exercicio inclui a justificacao do raciocinio utilizado
e a apresentacao dos calculos efectuados.

1. Suponhamos que queremos determinar o minimo da fungao F(z,y) = %44 — 2?42+ (y—1)%
Justifique porque nao devemos utilizar o método de Newton para optimizagao.

Método de Newton :  V2F(xy)pr = —VF(2), Tyl = T + Pr-

2. Considere a seguinte modificacao do método de Newton para optimizacao: em cada iteracao
a matriz Hessiana Hj, = V2 f(x;,) é substituida por H, = QDQT onde D é a matriz diagonal
contendo os valores proprios de Hy, e () é a matriz cujas colunas sao os vectores proprios e é
tal que QTQ = QQT = I. Dado um parametro v > 0, construa a matriz diagonal modificada,
D da seguinte forma: se d;; > v, entdo d;; = dj;, mas se d;; < v, entdo d,;; = 1. Seja agora
H, = QDQT", e escolhamos a direccao dy = —[Hy] 'V f ().

Mostre que dj é uma direccao de descida mesmo que Hj nao seja definida positiva.

3. Mostre que para uma funcdo f(x) infinitamente diferenciavel, temos

"y = —f(x +2h)+16f(x+ h) — 30f(x) + 16f(z — h) — f(x — 2h)

7'(2) e +R(h)

para h > 0 e com |R(h)| < Ch*, onde C' é uma constante independente de h.

4. Suponha que o calculo do integral

é feito através da formula de quadratura

I(f) = Aof(=1/2) + A f(0) + A2 f(1/2).

Determine Ag, A1 e Ay de forma a obtermos uma férmula de quadratura que tenha grau de
exactidao nao inferior a 2.
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<fg>= [ @y

5. Considere os polinémios ¢y = 1 e ¢1 = & — = e o produto interno

(a) Prove que ¢g e ¢ sao ortogonais.
(b) Determine um polinorhio ¢ de grau 2, ortogonal a ¢y e ¢;.

(¢) Determine o polinémio p de grau r, com r < 2 que é solugao do seguinte problema

N
min [le® — qll,

onde a norma é definida por ||g|| =< g,g >'/%.



6. Dada uma fungao f, continua em [0, 1], considere o problema de condiges de fronteira:

determinar u € C?[0,1] : { (0 ;L:< 3(+)7U((),) f(z), z€(0,1)

onde a,y > 0.

(a) Escreva a formulagao variacional do problema da forma

determinar v eV : a(u,v) =< fv> YoeV

(b) Considere o método de Galerkin
determinar wy, € Vi 0 alup,vp) =< f,on >, Yo, €V}
e seja {¢1,...,¢n} uma base de Vj,. Prove que o método de Galerkin é equivalente a um

sistema de N equagoes com N incégnitas.

(c) Escreva o sistema na forma
AGu = fG

e prove que a matriz Ag é definida positiva.



