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Observagao: A resolucao completa de cada exercicio inclui a justificacao do raciocinio utilizado
e a apresentacao dos calculos efectuados.

1. Seja R : D C R" — IR™ uma fung¢ao continuamente diferenciavel numa vizinhanca de xy.
Denotemos por J(z) € IR™*"™ a matriz Jacobiana, em x, da fungao vectorial R. Prove que se
a caracteristica de J(zy) for igual a n entdo o passo de Gauss-Newton

pe = —(J ()" T (2) I (2r) " R(zy)

é uma direcgao de descida para a fungao f(z) = R(z)" R(x)/2.

1
2. Considere o integral / f(z)dz, onde f é uma fungao continua para z € [—1,2].
0

Queremos aproximar este integral pela féormula de quadratura dada por
Q(f) = co1f(=1) + cof(0) + 1 f(1) + c2f(2).

(a) Determine os valores de ¢;, 7 = —1,0,1,2 tais que a férmula de quadratura Q(f) tem
grau de exactidao 3, ou seja, se f for um polinémio de grau 3, a férmula Q(f) dé-nos um
valor exacto do integral.

(b) Verifique que para esses valores de ¢; temos

1

Q) = [ pal)de,

onde p3 denota o polinémio interpolador de Lagrange de f de grau 3 no intervalo [—1, 2] com
interpolagao nos pontos —1,0, 1, 2.

(c) Mostre que para esses valores de ¢;, e assumindo condicoes apropriadas para a funcao f,

temos
11

@) — Q)| < oMy
0 720

Estabeleca as condigoes de f para obter este majorante e defina a quantidade Mjy.

3. Seja f uma funcao de periodo 27 e definamos g(x) = f(ma), com m um ndmero inteiro.
(a) Determine o periodo fundamental de g.

(b) Mostre como se relacionam os coeficientes de Fourier de g com os de f.

1 27 .
Coeficientes de Fourier de g : g = 2—/ g(x)e *dg,
7 Jo



4. Dada uma fungao f, continua em [0, 1], considere o problema de condiges de fronteira:

—u’ (x) + 3u(:v()) = f(z), z€(0,1)

determinar u € 02[0, 1] : { w(0) = u(l) =

(a) Escreva a formulagao variacional do problema da forma

determinar v eV : a(u,v) =< f,o>, YveV

(b) Considere o método de Galerkin
determinar wuy € Vi 0 alup,vn) =< f,on >, Yo, €V}

e seja {¢1,...,¢n} uma base de Vj,. Prove que o método de Galerkin é equivalente a um
sistema de N equagoes com N incégnitas.

(c) Escreva o sistema na forma
AGU = fG

e prove que a matriz Ag é definida positiva.

5. Considere o problema de valor inicial

y' = flz,y(x)), = € I,y(z0) = yo.
Considere ainda o método numérico para resolver o problema, dado por

h
Upt1 = Uk + §<f($k+lauk+1> + flok,u)), 0 <k < N—1, up =yo, h = Tp41 — Ty

(a) Determine o erro de truncatura do método numérico.

(b) Seja f uma fungao continua a Lipschitz relativamente ao seu segundo argumento com
constante L > 0 e suponhamos que |y (z)| < M, para uma constante positiva independente
de z. Mostre que o erro global e, = y(x)) — uy satisfaz a desigualdade

h 1
ler1] < ler| + §L(|€k+1| + lex]) + ﬁh?’M

Nota: Considere o erro de truncatura dado por Ty, = —(1/12)h%y" (&), & € (2k, Trgr)
(c) Para um h > 0 tal que hL < 2, prove que
W2M [ (14 3hL\"
lex| < ] -1
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