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1. Seja R : D ⊂ IRn → IRm uma função continuamente diferenciável numa vizinhança de xk.

Denotemos por J(x) ∈ IRm×n a matriz Jacobiana, em x, da função vectorial R. Prove que se

a caracteŕıstica de J(xk) for igual a n então o passo de Gauss-Newton

pk = −(J(xk)
T J(xk))

−1J(xk)
T R(xk)

é uma direcção de descida para a função f(x) = R(x)T R(x)/2.

2. Considere a função de Rosenbrock f(x1, x2) = 100(x2 − x2
1)

2 + (1− x1)
2.

(a) Mostre que x∗ = [1 1]T é o único minimizante local de f e que ∇2f(x∗) é definida positiva.

(b) Determine o minimizante de f usando o método de Newton e o método BFGS. Considere

x0 = [−1.2 1]T e B0 = (∇2f(x0))
−1. Faça uma tabela com os valores ||xk − x∗|| até 40

iterações para os dois métodos.

Algoritmo (Método BFGS): Resolver o sistema ∇f(x) = 0, dados os valores iniciais x0, B0,

ε > 0. Gera uma sucessão xk que converge para x∗. Iniciar k = 0.

while ||∇f(xk)|| > ε

Determine sk = −Bk∇f(xk)

Faça xk+1 = xk + sk, yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk)

Determine Bk+1 = (I − ρksky
T
k )Bk(I − ρkyks

T
k ) + ρksks

T
k

k = k + 1

end

(c) Se usarmos o método de descida mais rápida para resolver o problema da aĺınea anterior

observa-se que são necessárias 5264 iterações para reduzir a norma do gradiente para 10−5.

Quantas iterações dos métodos de Newton e BFGS são necessárias para fazer o mesmo?

3. Prove que nas condições do Teorema da convergência local do método de Newton e do segundo

Teorema da Aula 5, temos que (a) e (b) são equivalentes

(a) lim
k→∞

‖J(xk)(pk − sk)‖
‖sk‖ = 0 (b) lim

k→∞
‖pk − sk‖
‖sk‖ = 0,

onde sk = −A−1
k F (xk), pk = −J(xk)

−1F (xk). As matrizes Ak são as do Método de Broyden.
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1. Considere a seguinte modificação do método de Newton para optimização: em cada iteração

a matriz Hessiana Hk = ∇2f(xk) é substitúıda por Hk = QDQT onde D é a matriz diagonal

contendo os valores próprios de Hk, e Q é a matriz cujas colunas são os vectores próprios e é

tal que QT Q = QQT = I. Dado um parâmetro ν > 0, construa a matriz diagonal modificada

D̃ da seguinte forma: se djj ≥ ν, então d̃jj = djj, mas se djj < ν, então d̃jj = 1. Seja agora

H̃k = QD̃QT , e escolhamos a direcção dk = −[H̃k]
−1∇f(xk).

Mostre que dk é uma direcção de descida mesmo que Hk não seja definida positiva.

2. Considere a função de Rosenbrock f(x1, x2) = 100(x2 − x2
1)

2 + (1− x1)
2.

(a) Mostre que x∗ = [1 1]T é o único minimizante local de f e que ∇2f(x∗) é definida positiva.

(b) Determine o minimizante de f usando o método de Newton e o método BFGS. Considere

x0 = [−1.2 1]T e B0 = (∇2f(x0))
−1. Faça uma tabela com os valores ||xk − x∗|| até 40

iterações para os dois métodos.

Algoritmo (Método BFGS): Resolver o sistema ∇f(x) = 0, dados os valores iniciais x0, B0,

ε > 0. Gera uma sucessão xk que converge para x∗. Iniciar k = 0.

while ||∇f(xk)|| > ε

Determine sk = −Bk∇f(xk)

Faça xk+1 = xk + sk, yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk)

Determine Bk+1 = (I − ρksky
T
k )Bk(I − ρkyks

T
k ) + ρksks

T
k

k = k + 1

end

(c) Se usarmos o método de descida mais rápida para resolver o problema da aĺınea anterior

observa-se que são necessárias 5264 iterações para reduzir a norma do gradiente para 10−5.

Quantas iterações dos métodos de Newton e BFGS são necessárias para fazer o mesmo?

3. Prove que nas condições do Teorema da convergência local do método de Newton e do segundo

Teorema da Aula 5, temos que (a) e (b) são equivalentes

(a) lim
k→∞

‖J(xk)(pk − sk)‖
‖sk‖ = 0 (b) lim

k→∞
‖pk − sk‖
‖sk‖ = 0,

onde sk = −A−1
k F (xk), pk = −J(xk)

−1F (xk). As matrizes Ak são as do Método de Broyden.


