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1. Seja G = (V, E) um ciclo com quatro vértices a,b, ¢, d e com arestas ab, bc, cd, ad de
pesos 1, 3,2, 3, respectivamente.

a Identiﬁque a sequéncia de florestas encontradas durante o Algoritmo de Prim 1.5 val
g
para calcular a arvore geradora de peso minimo (em G)

(b) Identifique a sequéncia de florestas encontradas durante o Algoritmo de Kruskal (1.5 val)
para calcular a arvore geradora de peso minimo (em G).

(¢) Prove que, num grafo conexo no qual os pesos das arestas sao todos distintos, a (1 val)
arvore geradora minima é unica.

Solugao:

(a) Qualquer vértice serve para dar inicio ao algoritmo. Ver Figura 1.
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Figura 1: Resolugao pelo Algoritmo de Prim.

(b) Ver Figura 2.
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Figura 2: Resolucao pelo Algoritmo de Kruskal.

(c) Admita-se, por absurdo, a existéncia de duas arvores geradoras minimas distintas,
H=V,T)e H = (V,T'). Seja e =vw € T\T' e seja S o conjunto de vértices da
componente de H\e que contém o vértice v.

Como H' é arvore geradora, existe pelo menos uma aresta f € dg/(S). Obviamente,
todas essas arestas sao distintas de e porque e ¢ T". Para toda a aresta f € dg/(5), o



(2 val)

(1 val)

OPTIMIZAGAO COMBINATORIA

grafo H\e/f & conexo e tem n — 1 arestas. Por isso, H\e/f ¢ arvore geradora. Como
H ¢é minima entao,
cf > ce, paratodo f € o (S). (1)

Agora, consideremos o grafo H'/e e, mais precisamente, o seu tnico ciclo C' (que inclui
a aresta e, entre outras). Uma das arestas de C' deve pertencer a dp(S) porque v € S
e w ¢ S existe um caminho-(v,w) em H'. Seja f uma dessas arestas. Como H'\ f/e
¢ arvore geradora e H' é minima entao

cy < Ce.
Atendendo a (1), concluimos que ¢y = ¢, chegando a um absurdo.

2. Seja G = (V,FE) um digrafo com custos ¢ nos arcos. Para cada v € V, dispée de um

dicaminho-(r,v) com custo y,. Mostre que, se existir um escalar positivo § tal que
Yo + Cow = Y — 0, para todo vw € E,
entao y, — ¥ < nd sendo y; o custo minimo de um dicaminho-(r, v).

Solugao: Seja v um vértice arbitrario e seja P o mais curto dicaminho-(r,v). Sem perda de
generalidade,
P = vy (vo,v1) v1 ... vg—1 (Vk—1,Vk) Uk,

onde vg =7 e v, = v. Entao,

Z (yvl —Yu; 1 — 5)
= (ym_yvo_5)+(yv2_yv1_5)+"'+(yvk_yvk71_5)
= Yy — Yo, — KO.

Note-se que, por hipétese, y,,, = 0 porque so6 existe um dicaminho-(r, ), que tem custo zero.
Por isso,
Yy > Yo — k6 >y, — nd,

como se pretendia demonstrar. |

. Seja G = (V, E) o digrafo da Figura 3. Os ntimeros junto dos arcos representam capacidades

u nos arcos. Seja A a matriz de incidéncia vértice-arco de G e seja b = (—1,—1,—6,5,3)
um vector de requerimentos nos vértices.

(a) Explicite A e diga qual é a sua caracteristica.



(1 val)

(1 val)
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(b)

()

Mostre que é possivel obter um vector Z no conjunto P = {z: Az = 0,0 < z < u}
através da resolugao de um adequado problema de fluxo maximo. Obtenha-o através
do algoritmo do caminho incremental.

Mostre que & encontrado na alinea anterior é ponto extremo de P.
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Figura 3:

Solugao:

(a)

(b)

A caracteristica da matriz A, abaixo, é quatro porque é igual ao niimero de vértices
menos o nimero de componentes,

o 1 0 1 1 0 -1 0

0 -1 0 -1 0 O

A=|-1 -1 -1 0 0O O 0 O
o o 1 0 -1 0 0 -1

o o0 o o o 1 1 1

Comegamos por ampliar o digrafo dado com mais dois vértices, (r e s), arcos de 7
para os vértices dadores (1, 2 e 3) e arcos dos vértices recebedores (4 e 5) para s.
As capacidades dos novos arcos sao o valor absoluto dos respectivos requerimentos.
O digrafo resultante encontra-se na Figura 4(a). Os ndmeros junto aos arcos sao as
capacidades dos arcos.

Depois, obtemos o fluxo-(r, s) maximo através do algoritmo do caminho incremental.

Os nameros junto dos arcos no digrafo da Figura 4(b) sdo o fluxo atravessando cada
arco.

Como o valor do fluxo méximo encontrado ¢ 8 entao z = (0,0,6,0,0,1,1,1) € P.
Em Z todas as componentes estdo no limite inferior ou superior. Como Z é admis-

sivel entdo tem que ser ponto extremo porque nao hé maneira de o escrever como
combinagao convexa de outros dois pontos de P.
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Figura 4:

4. Dado um conjunto N de localizagdes de refinarias e um conjunto M de localizagoes de (2 val)
bombas de gasolina considere o problema de planear a distribuicao de gasolina desde as
refinarias até aqueles postos de venda directa. Existe um custo fixo f; associado ao recurso
a refinaria j e um custo de transporte c;; proporcional & propor¢ao de gasolina a enviar da
refinaria j para a bomba de gasolina i. Formule o problema descrito.

Solugao:

min Z Z CijTij + Z fivj \
€M jeN jeJ

S. t. injzl, jed
el
Tij < Yy, 1el,jed
ZL'Z']'ZO, iel,jed
Yj € {07 1}, Jjed




