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1. Seja G = (V, E) um digrafo com capacidades nos arcos. Um utilizador pretende enviar f
unidades de fluxo a partir do vértice r e destinados ao vértice s. A capacidade de um arco
genérico ij é u;j, e custa ao utilizador ¢;; euros caso esse arco seja efectivamente atravessado por
fluxo. Formule o problema de como distribuir aquela quantidade de fluxo pelo digrafo, de forma
a minimizar o custo total com aquisi¢ao de capacidade.

Como modelaria a possibilidade de haver capacidades alternativas (com custos distintos) para
cada arco?

Note que este problema € muito parecido com o do fluro mdzimo. Se nao conseque abordar
esta questdo entao, em alternativa, resolva:

Uma biblioteca possui um or¢gamento anual de b euros para subscrever revistas cientificas. O
custo de subscrigao anual da revista cientifica j ¢ a; euros e possui uma utilidade ¢;. Formule
o problema de saber quais revistas deve a biblioteca subscrever de forma a obter uma utilidade
global maxima.

Solugdo: A formulagdo pedida incorpora elementos da formulacdo do problema do fluxo méaximo
e da formulagao do exercicicio (F:12) do tpcl. Associem-se duas variaveis de decisao z. e y. a
cada arco e com a seguinte interpretacao:

T, ¢ a quantidade de fluxo que atravessa o arco e;

Ye € uma variavel binaria que indica se a capacidade u, foi adquirida (se igual a 1)
ou nao (se igual a 0).

Entao, a formulacao pedida é o problema de minimizar a fungao

Z Celle

eck
sujeita as restrigoes

—f se wv=r
Z Te — Z Te = 0 se v#nrs para cada v € V, (1a)

e€d(v) e€dt(v) f se wv=s
0 < xe < UeWe para cada e € F, (1b)
0<y. <1, para cada e € E, (1c)
Ye € 2, para cada e € E. (1d)

Para acomodar k(e) capacidades alternativas num dado arco e basta considerar que em G existem
k(e) arcos paralelos eM @ . eke) ¢ a4 mesma formulagao serviria acrescida da restrigao

k(o)
D e 1.
k=1
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reflectindo a, eventual, restricdo de uma tnica capacidade possivel numa dada ligagdo entre vér-
tices.

Para formular o exercicio alternativo considera-se uma variavel de decisao x; para cada revista
cientifica j com a seguinte interpretacao:

x; ¢ uma varidvel binaria que indica se revista cientifica j deve ser subscrita pela
biblioteca (se igual a 1) ou nao (se igual a 0).

Entao, a formulacao pedida é o problema de maximizar a funcao
Dot
J

sujeita as restrigoes

> a4z <b, (2a)
j

0<z; <1 para cada j, (2b)
xj € Z, para cada j. (2¢)
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2. Considere o digrafo G = (V, E) com distancias nos arcos da Figura 1.

a. Obtenha a arvore dos dicaminhos-(r, -) mais curtos através do Algoritmo de Ford inicializado
com o subgrafo gerador H que é constituido pelos arcos ra, rb, rc, ad, dg, be, cf, eh e gs.

b. Obtenha uma ordenagao topolégica dos vértices de G e conclua, justificando, que G nao
tem diciclos.

a >( d
12 3
1 3
9 5
r 1 >( b 1 >( e 3 >( g 4 >( s
2 \/\ 1 11
3 2 1
9 7
c > >\fj ) >( h
Figura 1:

Solugao:

a. A arvore H = (V;T) esta representada a vermelho na Figura 2. Tal como se sugere no
exercicio (CMC:12) do tpce3 podemos inicializar o Algoritmo de Ford do modo que se
exibe na Tabela 1. Conforme descrito nessa tabela, apds trés corregoes, o algoritmo de Ford
termina. A arvore dos dicaminhos-(s,-) mais curtos esté exibida a vermelho na Figura 3.

b. Uma ordenagao topologica dos vértices é a seguinte:
radcbefghs

Resenhando o digrafo colocando os vértices por esta ordem numa linha observamos que
todos os arcos possuem o vértice inicial & esquerda do vértice terminal. Portanto, nao pode
haver diciclos.
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Tabela 1:

Figura 3:
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3. Seja G = (V, E) o grafo com pesos nas arestas da Figura 4.
a. Obtenha a arvore geradora de peso minimo e a floresta geradora de peso minimo.

b. Acrescente a G uma aresta de com peso x € R. Obtenha a arvore geradora de peso minimo
e a floresta geradora de peso minimo no novo grafo em funcao de .

1

-8 1
Figura 4:

Solugao:

a. A arvore geradora minima esté exibida a vermelho na Figura 5. Foi obtida com um dos
algoritmos de Prim ou de Kruskal. A floresta geradora minima esta exibida a vermelho na
Figura 6. A sua obtengao foi discutida no exercicio (AGM:16) do tpc2.

b. Na arvore geradora minima existe um tunico caminho-(d,e). Neste caminho a aresta de
maior custo é a aresta bd que tem custo 1. Por isso, se x > 1 aquela arvore geradora
continua minima. Para x < 1, a arvore geradora minima decorre de uma troca da aresta bd
com a aresta de, que se ilustra a vermelho na Figura 7.

No caso da floresta geradora minima, se x > 0 aquela floresta geradora continua minima. Se
x < 0, a floresta geradora minima decorre de inserir a aresta de, que se ilustra a vermelho
na Figura 7.
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-8 1
Figura 5:

1

-8 1
Figura 6:

-8 1
Figura 7:
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4. Considere o digrafo G = (V, E) da Figura 8 onde os niimeros junto dos arcos representam
capacidades minimas [ e maximas u de travessia de fluxo. Pretende-se enviar a maior quantidade
de fluxo possivel do vértice r para o vértice s respeitando aquelas capacidades.

a. Seja x um fluxo admissivel neste digrafo G e seja R um subconjunto dos vértices tal que
r€ RCV\{s}. Mostre que,

2(67(s)) — (87 (s)) < u(dT(R)) — (6™ (R)).

b. O seguinte fluxo-(r,s) é admissivel para o digrafo da Figura 8, z,, = 6, ,. = 1, x4 = 4,
Ted = 1, Tag = 2, Tpg = 2, Tps = 2, Tgs = D; mas nao é solucao 6ptima para o problema
descrito. Encontre-a.

1/6

Figura 8:

Solugao:

a. Este exercicio pressupoe a compreensao da demonstragao da Proposicao 2 do texto de apoio
Fluxos e Cortes. Primeiro, note-se que neste contexto, um fluxo-(r, s) admissivel é um vector
 que satisfaz

Z Te — Z ze =0, para todo v € V tal que r # v # s, (3a)
e€d—(v) ecédt(v)
le < xp < U, para todo e € E. (3b)

Devido aos cancelamentos, se x ¢ um fluxo-(r, s) entéo

9l (D S i

veV \e€d(v) e€dt(v)
i DD IR R D DN ID SN DI o BD DI D D
e€é—(r) ecdt(r) veV\{r,s} \e€d(v) e€dt(v) e€d(s) ecdt(s)

= er—er+ er—er

e€éd—(r) e€dt(r) e€d(s) ecdt(s)
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Por isso, sendo z um fluxo-(r, s) admissivel R um subconjunto dos vértices tal que r € R C

VA {s},
)IED S D S

ecd(s) e€dt(s) e€dt(r) ecé—(r)
(T -y
vER \e€dt(v) e€d—(v)
= Z Te — Z Le
ecét(R) e€d—(R)
< Z Ue — Z le,
e€dt(s) e€d(s)

de onde decorre o resultado pretendido.

. A solucdo do enunciado estd assinalada a vermelho na Figura 9. Como se pode verificar,
trata-se de um fluxo-(r, s) admissivel. Podemos averiguar se esse fluxo é maximo construindo
o digrafo residual e averiguando se existe nesse digrafo um dicaminho-(r,s). Devido a
presenca de capacidades minimas nao nulas, a defini¢do de arcos do tipo 2 deve ser adaptada:

Existe um arco vw® se e s6 se Ty > Ly

O digrafo residual G[z] esta exibido na Figura 10. Existe um dicaminho-(r, s) constituido

pelos seguintes arcos:
reV ) ed® | da®, ab™ | bsh.

a custa do qual se obtém um novo fluxo-(r, s) admissivel, assinalado a vermelho na Figura 11.
O digrafo residual G[z] esta exibido na Figura 12. Os vértices acessiveis a partir de r em
G|[z] sao os vértices do conjunto

R ={r,a,c,d}.

Como

w(0T(R)) = ugp + ugs = 5+ 5 = 10, I(67(R)) =lpg =2

entao, pela alinea anterior, 8 ¢ um limite superior para o valor de qualquer fluxo-(r, s) ad-
missivel. Como o fluxo assinalado a vermelho na Figura 11 tem esse valor entao concluimos
tratar-se do fluxo méximo.

2/4/5

1/6/6

@ 0/1/5

Figura 9:
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@ 0/2/5

Figura 11:

Figura 12:
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5. Considere o grafo bipartido da Figura 13. Através do algoritmo estudado nas aulas, encontre
um emparelhamento de cardinalidade méaxima e uma cobertura por nés de cardinalidade minima.

Figura 13:

Solugdo: Considere-se o emaparelhamento M assinalito a negrito na Figura 14 onde estao também
assinalados os vértices rotulados do algoritmo de pesquisa de um caminho aumentante explicado
nas aulas. Nao existindo um caminho aumentante concluimos que o emparelhamento exibido é
de cardinalidade méxima. Os vértices rotulados sao

L=1{1,2,4,6,c,e, f}.
Por um teorema das aulas, o conjunto
C=W\L)u(VenL)={35}U{ce, f}

é uma cobertura por vértices de cardinalidade minima (tal como se pode verificar).



EXAME (EPOCA NORMAL)

11

Figura 14:
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6. Seja S = {(x,y) € [0,1]™ x {0,1}: >, ; < my}, um subconjunto de R™*1.
a. Justifique que, conv.hull(S) é um poliedro e que tem dimensao m + 1.
b. Mostre que, z; < y é uma desigualdade valida para conv. hull(S) que induz uma faceta.
c. Mostre que,

conv. hull(S) = {(z,y) € [0,1]"": 0 < z; <y, i=1,2,...,m}.

Solugao:
a. O conjunto conv. hull(S) é um politopo porque S é a unido de dois politopos Sy e S, e
conv. hull(S) = conv.hull (Sp U S1)

= conv. hull (conv. hull(Vj) U conv. hull(V1))
= conv. hull(Vo U V),

porque uma combinacao convexa de combinagoes convexas é uma combinacao convexa.

As colunas da seguinte matriz (m + 1) x (m + 1) definem elementos de S,

1 0
1 1 0
1 1 1 0
: : : (4)
1 1 1 1 0
1 11 1 1 0
111 111 0|

Além disso, formam um conjunto independente afim pois, apds acrescentar uma linha de
tudo-uns, a matriz resultante tem caracteristica completa por colunas. Por isso,

dim(conv. hull(S)) = m + 1.

b. Seja (x,y) € S qualquer. Se y = 1 entdo, claramente, z; < y. Se y = 0 entao z; = 9 =
. = &, = 0. Por isso, também neste caso, x; < y. Por isso, z; < y é uma desigualdade
valida para conv. hull(S).

Seja F' = {x € conv.hull(S): z; = y}, a face de conv.hull(S) induzida pela desigualdade
xzj < y. Todas excepto a pentltima coluna da matriz em (4) pertencem a F. Por isso,
dim(F') = m. Como dim(F') = dim(conv. hull(S)) — 1, concluimos que F' é uma faceta de
conv. hull(5).

c. Provamos na alinea anterior que
conv. hull(S) € Q@ = {(z,y) € [0,1]"": 0< 2; <y,i=1,2,...,m}.

Reciprocamente, seja (Z,y) € @, qualquer. Se y = 0 entdo (z,y) = (0,0) € S. Suponhamos
que y pertence ao intervalo (0, 1]. Entao,

(z,9) = 9(z/y,1) + (1 - )(0,0) (5)
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e, portanto, (Z,y) é uma combinacao convexa de dois pontos distintos. Como

concluimos que (z/y,1) € S. Portanto, (5) exprime (Z, ) como combinagao convexa de dois
pontos distintos de S. Portanto, (Z,y) € conv.hull(S). Da arbitrariedade de (z,7) € Q

concluimos a inclusao reciproca.



