Departamento de Matematica da Universidade de Coim
Exame de Probabilidades

Duracdo: 2h 30m

Observacoes:
1. Tenha em atenrao a nota apresentada no final do enunciado.
2. Na resolugdo das questdes devera justificar o raciocinio utilizado e apresentar todos os

calculos efectuados.

1

. Considere um qualquer espago probabilizdvel (©2,.4) e seja (An), e uma sucessio de
acontecimentos de A tais que

Vn € ]N, A, C An+1.
| #) Defina fungio de probabilidade P sobre (,.4).

, { M Suponha que P é uma probabilidade sobre (2, A). Prove que a sucessio (P (As))nen

tem limite e determine o seu valor.

Considere agora P uma probabilidade sobre (R, B), onde B é a a-éigebra de Borel
de R, tal que P ({0}) =

! () Diga em que condigdes serd P uma probabilidade simétrica em relagio &
origem.

J (i) Prove que, nas condigbes da alfnea (i), P (J—o0,0)) = 1. Indique, justificando
convenientemente, uma mediana de P. ()

2. Em determinada estacio dos correios existem trés postos de atendimento, com activi-

dades bem especificadas e independentes umas das outras, designados por atendimento

geral, encomendas e envio de vales. As chegadas a cada um destes postos num certo

intervalo de tempo sdo independentes entre si e bem descritas por leis de Poisson com

parimetros respectivamente iguais a 10, 3 e 2.

J /#) Seja X a varidvel aleatria real (v.a.r.) que designa o nimero de chegadas ao posto
de atendimento geral naquele perfodo de tempo. Prove que a fungao caracteristica
de X é definida por ®(t) = el0(e*-1) ¢t ¢ R. B

J }6’) Usando a alinea anterior, obtenha o niimero médio de chegadas ao posto de atendi-

mento geral. \0

’{ c¢) Calcule a probabilidade do nimero de chegadas ao posto de atendzmento geral,
* X, pertencer ao intervalo ,

[B(x) - VYR, B(X) + VD)
onde E(X,) e V(X;) designam, respectivamente, a esperanga matematica e a var
riancia da v.a.r. X;.

j ;1”5 Determine a lei da v.a.r. Y que descreve o nimero de chegadas aquela estagio dos
correios naquele periodo de tempo. 7V Fas)

q, J /é/ ) Qual o nimero minimo de pessoas que, com probabilidade quando muito igual a

0.95, chegam 3 referida esta.ga.o dos correios em tal mtervalo de tempo? J-O

1 §) Sabendo que chegam pelo menos 12 pessoas aquela estagio naquele periodo, qual
a probabilidade de 8 delas irem para o posto de atendimento geral?
‘ - . v.p.f.



I

y7~, 1. Seja (X,Y) um vector aleatério real bidimensional definido sobre um espago de
" probabilidade (2,4, P), absolutamente continuo de densidade f. Prove que X é uma
v.a.r. absolutamente continua e indique uma versdo da sua densidade.

J 2. Suponha que o vector aleatério (X,Y) admite como densidade a fungéo

1: log z)?
V(z,y) €R?, f(z,y) = Bop P (—( gs ) ) Ig+ x[-vamyan] (51 9) -

[ AP .
j ;() Determine a densidade marginal de X. lu%f:' X-"‘ Cxp (" Q’gza ) eu Ry (DC)

d y} Serio X e Y vari4vels aleatérias reais independentes? Justifique a sua resposta. 51"

X ;{) Prove que Z = log X segue a lei normal centrada, de varincia 4.
_ 3y (3 (3230
J &f Caleule P((2,Y) € [0,2]x [-1,2]). O ( Y

’\s /e/) Obtenha a matriz de variincias-covariincias de (Z,Y). { & o

Nota. . _
1. Uma varidvel aleatéria real X segue a lei de Poisson de parimetro A, A > 0, se a sua

lei de probabilidade é discreta de suporte Np e fungdo de probabilidade

Fa) = 22e I, (2)

2. Uma variavel aleatéria real X segue a lei normal de parimetros me o, m € R e
o > 0, se a sua lei de probabilidade é absolutamente continua de fung¢io densidade

Vz eR, f(z)= \/;7;0_ exp (-—5% (z - m)2> .

Além disso, E (X)=m e V (X) = o2

Cotagao
I-1. 5.0 valores
2. 6.5 valores
: | II-1. 2.0 valores
2. 6.5 valores
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