Durag¢do: 2h 30m
Observagio: Na resolugéo das questdes deverd justificar o raciocinio utilizado e apresentar

os célculos efectuados.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA
Exame de Probabilidades

I

1. Sejam X, X3, ..., X», n varidveis aleatérias reais (v.a.r.) definidas sobre um espago

de probabilidade (£2, A, P), independentes e identicamente distribuidas com uma lei
normal de valor médio m e varidncia 62 (m € R e o > 0).

¥ a) Prove que U; = &;‘l’—‘, i€ {1,2,...,n}, segue a lei normal centrada e reduzida.
)5) Sendo F' a funcéo de distribuicdo da lei normal centrada e reduzida, mostre que

P(O (X < a,-}) —1-1] (1 -F(“";m» , V(a1, ..., an) € R™.

i=1 i=1

. Num modelo de simulacao das actividades de um determinado porto marftimo situado
na Europa, uma das varidveis aleatérias a considerar corresponde & diferenga, em
dias, entre a data efectiva de chegada dos navios provenientes dos E.U.A. e a data
prevista no respectivo hordrio. Um estudo estatistico, realizado numa época do ano
em que as condicdes meteoroldgicas sio habitualmente adversas, permitiu concluir
que o comportamento dessa varidvel é bem descrito por uma lei normal de média 0.5
e desvio padrao 1.

;(5 Calcule a probabilidade de que um qualquer navio proveniente dos E.U.A.
naquela época do ano chegue atrasado ao referido porto marftimo.

1b) Num determinado perfodo de tempo da época do ano em causa sdo esperados
no porto trés navios provenientes dos E.U.A.. Supondo que navegam indepen-
dentemente uns dos outros, qual é a probabilidade de que pelo menos um deles
néo ultrapasse o hordrio previsto para a chegada em mais do que meio dia?

}z’j Se, em determinado momento, o comaﬁdante de um navio em viagem dos E.U.A.
para o referido porto enviar uma mensagem informando que vai chegar antes do
hor4rio previsto, sendo tal adiantarnento inferior a um dia, qual é a probabilidade
de que chegue adiantado mais de meio dia?

d) Sabe-se que, na referida época do ano, a probabilidade de um qualquer dos navios
provenientes dos E.U.A. e com destino ao porto marftimo em causa se atrasar
quando surge uma tempestade na sua viagem é 0.8, enquanto que, quando tal
n3o acontece, a probabilidade de haver atrasos é 0.3. Determine a probabilidade
de que, nessa época do ano, surja uma tempestade numa daquelas viagens.

I

Y. Seja (X1, X3, -, Xn) um vector aleatério real (ve.a.r.) de dimenséo n definido sobre
'~ um espago de probab1hdade (Q,A,P).

Defina a funcéo de distribuicéio, F, de (X;, X, ..., X») e prove que & uma fungao
mondtona (relativamente & relacdo de ordem usual em R") e limitada.
v.p.f.




2.

b) Designando por F; a fungdo de distribuicdo da margem Xj, j € {1,2,...,n},
mostre que

Vy eR, F;(y) = Jm F (ko = Dby, G+ 1)k, ..., k).

Considere um ve.a.r. (X,Y) cuja lei de probabilidade é caracterizada pela fungéo
densidade _ ‘

2
9’ se —a<zr<2a —a<y<scz
flz,y) = ,(z,y) €R?,
0, caso contrdrio
onde a é um pardmetro real positivo. Nestas condigdes, a funcdo densidade da v.a.r.
X é definida por ) ' ) ’
' fx(z) = 3 (x + 15 2q(z), z€R
7'!') Calcule o valor de a e determine a funcdo de distribuigdo de X.

B} Obtenha a mediana da distribuigdo da v.a.r. X.
c’f Serd a v.a.r. Y identicamente distribuida com X?

| ,é' d) Calcule o valor da fungio de distribuigio de (X,Y) no ponto (a, g) Serdo X
e Y independentes? -
e) Determine o valor médio da v.a.r. Z = XY.
Cotacao
I 1.30
2. 5.5
II 1.35

2. 8.0
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