Exame de Probabllldades

Duraggo: 2h 30m
Observacao: Na resolucéo das questdes devers justificar o raciocinio utilizado ¢ apresentar tod -

os cédlculos efectuados.

1. Considere um espaco de probabilidade (2,4, P) e seja (An)aén ums sucessdo de
acontecimentos de A tal que . D

Vn €N, A, C Api1.

a) Prove que existe o acontecimento B.= lim A; e 1dent1ﬁque-o
00

b) Que pode concluir sobre a convergéncia da sucessio (P (An))en?

c) Seja X uma varigvel aledtéria real (v.a.r.) definida sobre (2,4, P) e de fungéo
de distribuicao (f.d.) F.

(i) Determine lim (a: - —\7;), para todo oz € R.

N—r00
(ii) Justifique a seguinte afirmacéo verdadeira
“A f.d. de X é continua desde que '}im-F (x - 5;) = F (z), Vz € R".
—00
Nestas condigdes, que pode concluir sobre a lei de X?

2. Determinado barémetro, gue se hmata aindicar “sol” oy #chuva”, falha com alguma
frequéncia. De facto, tefn:ss verificado que ele prevé’ (sol” em 10% dos dias. chuvosos
e “chuva” em 30% dos dias com sol. Considere que o barémetro est4 localizado numa
regifo em que se sabe que 80% dos dias sio de sol e os restantes 20% s&6-de ‘chuva.

a) Qual a probabilidade de, num qualquer dia, o barémetro errar a préviséo?

b) Determine a probabilidade de estar sol num dia para o qual a previsdo do
barémetro é de chuva. _

c) Calcule a probabilidade de um determinado dia ser de sol ou o barémetro indicar
sol para esse dia.

d) Sabendo que e 1% dos dias de sol a temperatura naquela regisio é superior a
38°C, calcule a probabilidade de que, em 60 dias de sol, haja quando muito 1
dia em que a temperatura exceda tal valor.

3. O rendimento anual (em milhares de euros) dos agricultores de determinada. regiéo e
a duragio (em semanas) das férias desses agricultores séo respectivamente descritos
por v.a.r., X e Y, tais que o vector aleatdrio real (vea.r.) (X,Y) 6 absolutamente
continuo com densidade f definida por

1 25.
V(xa y) € R2’ f(za y) = exp "'_(lnm - 3)2 ]I]O,+co[x[0,5] (:’I), y)
| o 2

a) Determine a fungéo densidade que caracteriza a distribuicio do rendimento
anual dos agricultores da referida regido.

b) Serdo X e Y v.a.r. independentes?
v.s.f.f.



c) Prove que a v.a.r. Z = lnX segue a lei normal de médla. 3 e desvio pa.dra.o 0.2.
d) Obtenha a matriz de vari
7 @) OSr. JoséeoSr. Antémo sdo dois agncultor&s angos daquela regido com rendi-

1as-covan§nc1a.s do. Ve.8.I. (Z,7).

mentos independentes. Qual a probabilidade de pelo menos um deles usufruir

um rendimento anual compreendido entre €*9 e €32 mil euros?
4. Considere uma v.a.r. X definida sobre um espago de probabilidade (£, 4, P).

a) Defina funcéo caracteristica, ®, da v.a.r. X e prove que ® existe qualquer que
seja a lei da v.a.r. X. :

b) Sejam X, X, ..., X5 n v.a.r. definidas sobre (Q .A P) mdependentes e identi-

camente distribuidas com X.

(i) Recorrendo & fungéo caracterfstica do ve.a.r. (X, Xs,...,Xy), prove que a
fungio caracterfstica da v.a.r. Y = 137" | X é dada por

o~

(ii) Supondo que X segue a lei exponencial de parfimetro A (A > 0), obtenha a
leideY.

Cotacao
1. 4.5 valores
2. 4.5 valores
3. 7.5 valores

4. 3.5 valores
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