DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA
Exame de Probabilidades

Duracao: 2h 30min 07-07-2010

Observacgao: A resolucao completa das questoes apresentadas inclui a justificacao do raciocinio utilizado e
a apresentacgao dos célculos efectuados.

1. Seja (92, .A, P) um espago de probabilidade e seja B um acontecimento de A tal que P(B) > 0.

a) Prove que a fun¢ao Pp definida por

P(ANB)
A Pg(A) = ———=
VA € A, B( ) P ( B)
¢ uma probabilidade sobre (€2, A).
b) Considere n acontecimentos de A, Ay, A, ..., A,. Em que condigbes sao estes aconte-

cimentos mutuamente independentes relativamente a probabilidade Pp?

c) Nas condigoes referidas na alfnea anterior, prove que A;, As e A3 sio mutuamente
independentes relativamente & probabilidade Pp.

2. Num armazém de produtos farmacéuticos existe uma seccao destinada a medicamentos con-
tendo como componente o firmaco dcido acetilsalicilico (AAS). Estes medicamentos estao
embalados em caixas segundo a dosagem de AAS (500 mg ou 1000 mg) e o tipo (genérico ou
de marca). Sabe-se que 50% dos medicamentos sao genéricos e que, destes, 60% tém dosagem
de 1000 mg. Além disso, 60% dos medicamentos com dosagem de 1000 mg sao genéricos.

a) Determine a percentagem de medicamentos armazenados com dosagem de 500 mg.
b) Verifique se a dosagem e o tipo dos medicamentos sao caracteristicas independentes.

c) No laboratério onde se fabrica um determinado medicamento genérico, uma maquina
empacota o medicamento de forma defeituosa em 1.5% das embalagens que produz. As
embalagens produzidas sao sujeitas a um controlo final de qualidade.

Determine o niimero minimo de embalagens que devem ser observadas pelo controlo de
qualidade, aleatoriamente e de forma independente, para que, com uma probabilidade
nao inferior a 0.9, seja detectada pelo menos uma embalagem com defeito de empaco-
tamento.

3. Seja (X,Y) um vector aleatério real bidimensional, absolutamente continuo de densidade f.

a) Indique condigoes sobre f que assegurem a existéncia da esperanga matematica de (X,Y)
e defina-a nesse caso.

b) Prove que a varidvel aleatéria real (v.a.r.) X é absolutamente continua, apresentando
uma versao da sua densidade.

v.p.f.



4. Seja X uma v.a.r. definida sobre um espago de probabilidade (€2,.4, P), absolutamente
continua, com funcao densidade de probabilidade dada por
r)=———, z€R.
/(@) (1 + 22)
a) Obtenha a fungao de distribuicao de X e calcule a correspondente mediana.
b) Determine a lei da v.ar. U = |X]|.
c) Mostre que U nao admite esperanga matemadtica e tire conclusdes sobre os momentos
de X.
d) Considere uma v.a.r. Y, também definida sobre (€2, A, P), independente de X e seguindo
a lei uniforme no intervalo 0, 1].
(i) Caracterize a lei de probabilidade do vector aleatério real (X,Y).
(ii) Calcule P(0 <Y < X < 1).
(iii) Que pode dizer acerca da covariancia entre X e Y7
5. Um psiquiatra receita aos seus pacientes que sofrem de insénia um e um sé de dois medica-
mentos, A e B (de acordo com determinadas caracteristicas dos doentes). Sejam X e Y as
v.a.r. que indicam o tempo de sono (em horas) proporcionado pelos medicamentos A e B,
respectivamente. Suponha que X e Y sao independentes e que X ~ N(7,1) e Y ~ N(6,0.5).
Qual é a probabilidade de que um doente tratado com o medicamento A durma mais do que
um doente tratado com o medicamento B?
Cotacao:
1. 3.5
2. 4.5
3. 3.0
4. 7.5
5. 1.5



