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Exame final - 3 de Fevereiro de 2003 

1. Sejam b e c inteiros n5o ambos nulos e seja (b, c) = d. Prove que, se um inteiro t 

for soma de um mliltiplo de b com um mliltiplo de c (isto 6, se existirem inteiros 

x e y tais que bx + cy = t), e n t h  d I t. 

u / 

2" Um nlimero natural n tem como divisores primos apenas os nlimeros 2 e 5. 
/ 

Se dividirmos n por 25 obtemos um nlimero inteiro cujo nlimero de divisores 6 

metade do nlimero de divisores de n. Determine o menor valor que n pode tomar. 

3. (a) Sendo m um nlimero natural, defina sistema reduzido de residuos m6dulo m. 

'1 (b) Se {rl, rz ,  . . . , rk) for um sistema reduzido de residuos m6dulo m e a urn inteiro 

tal que (a, rn) = 1, prove que {arl, ar2, . . . , ark) 6 um sistema reduzido de 

residuos m6dulo m. 

(c) Enuncie e demonstre o Teorema de Euler (ou Grande Teorema de Fermat). 
&: [ G , ~ - ~ ~ l  : 7 a.pcc.r\! 7 4 (rw*-d k - q  j 

u 
4 Prove que 11-31.61 1 2015-1. / 

/$ Determine todos os inteiros u compreendidos entre 2000 e 3000 que satisfazem 
* simmrltaneamente 5u r 3 (mod 4), 3u E 1 (mod 5) e u 6 (mod 7). 

6. Sejam a e b dois nlimeros naturais primos entre si, de paridades diferentes e com 

a > b. Ponhamos 

x = a 2 - b 2 ,  y = 2 a b ,  z = a 2 + b 2 .  

Prove que, ent5.0, (x, y, z) 6 um trio pitag6rico primitive. 
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Teoria dos Ntimeros 

1. Como d I b  e d l c ,  tem-seque d I b z + c y .  

2. Como os dnicos divisores primos de n s b  2 e 5, n 6 da forma 2'58, corn a, /3 E N. Daqui segue-se 
que o nlimero de divisores de n I5 ( a  + 1)(P + 1) 

F Como ao dividirmos n por 25 obtemos um nlimero inteiro, podemos afirmar que ,B 2 2, tendo-se 

Daqui segue-se que o ndmero de divisares de 6 ( a  + 1)(P - 1). 

Como este ndmero 6 metade do nlimero de divisores de n ,  temos que 

donde se tira que ,B = 3. 0 menor valor possivel para n obttim-se tomando a = 1. 

0 menor valor que n pode tomar satisfazendo as condi~6es indicadas I5 e n t k  

n = 2 . 53 = 250. 

3. Pergunta td r ica  directa. 
', 

u 
I 

4. Como 11, 31 e 61 sib primos (bastaria serem prirnos dois a dois), o seu produto divide urn 
nirrnero se e s6 se cada um deles divide esse nlimero. 

' 
Vejamos primeiro que 11 1 2015 - 1. Como 20 -2 (mod 11), tem-se 2015 E -216 (mod 11). 
Como 25 3 -1 (mod ll), tem-se 215 = -1 (mod 11). Segue-se que 2015 = 1 (mod 11), c.q.d. 

Vejarnos agora que 31 1 2015 - 1. Como 31 . 13 = 403, tem-se 202 zz -3 (mod31), donde 
201* _= -3' (mod 31). Como 33 r -4 (mod 31), tern-se 36 = 16 (mod 31). Segue-se que 
2oi5 2 (-3) - 10 - 2 36 E -30 z 1 (mod 31), c.q.d. 

Alternativa: Como 203 r 2 (mod31), tem-se 2015 r 25 (mod31), e z5 = 1 (mod31), 
c.q.d. 

Provemos finalmente que 61 1 2015 - 1. Como 34 = 20 (mod 61), tern-se 2oi5 2 3" (mod 61). 
Como ~ ( 6 1 )  = 60, pel0 Pequeno Teorema de Fermat tem-se 360 =- 1 (mod 61), c.q.d. 

Alternativa: Como 203 s 9 (mod61), tem-se 2015 r g5 (mod 61). Ora g5 r 1 (mod 61), 
pelo que 2015 E 1 (mod61), c.q.d. 



5.  A primeira observasb 6 que n b  se pode aplicar directamente o teorema chin& dos residuos, 
porque este s6 se refere a sistemas de congrugncias em que o coeficiente da inc6gnita 6 igual a 1. 

Comecemos e n t b  por analisar separadamente as duas primeiras congrukncias. 

Resolvendo-as, vemos que 

5 ~ 1 3 ( m o d 4 ) ~ ~ = 3 ( m o d 4 )  e 3 u = l ( m o d 5 )  .e==.u=2(mod5). 

Interessarn-nos assim os inteiros u que satisfazem shultaneamente 

u z 3 (mod4) 
u z 2 (mod5) 
u = 6 (mod 7) 

A este sistema j6 se pode aplicar o teorema chines dos residuos (note-se que 4, 5 e ,7 sib primos 
dois a dois). 

Ponhamos rnl = 4, rn2 = 5, m3 = 7 e m = rnlm2rns = 140. Resolvendo as trbs congrubnci~s 
$bj E 1 (modmj), j = 1,2,3, obtemos bl = 3, b2 = 2 e bs = 6. L/ 

'Uma soluqb comum das trks congruSncias iniciais B e n t h  
i 

0 conjunto completo das solu~6es 6 a classe de congrukncia [1147]140 = (1147 + k.140 : k E Z). 

Entre 2000 e 3000 hii extxtamente sete solu@es: 2127, 2267, 2407, 2547, 2687, 2827 e 2967. 

6. x, y e z constituem um trio pitag6rico se x2 + y2 = a2. Verifiquemos se os iidnteros dudvs 
, satisfazem essa c o n d i ~ b :  

Um trio pitag6rico diz-se primitivo se os t r b  nlimeros em causa forem primos entre si. 
Verifiquemos se os nlirneros dados satisfazem essa condisb. Seja d o mA&mo divisor comum de 
z, y e z. Como d I a2 - b2 e d 1 a2 + b2, tem-se que d I 2a2 e d / 2b2. Logo, d I 2(a2, b2). 
Como a e b s b  primos entre si, a2 e b2 tambdm o s b ,  pel0 que d ] 2. Mas d niio pode ser 
igual a 2, porque d &vide x e z e estes &I impares. Logo, tem-se d = 1 e, portanto, x, 9 e z 
constituem um trio pitag6rico primitivo. 

3. (a) 1.5 

fb) 2 
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