
Departamento de Matedtica da Univeksidade de Coimbra 

Teoria dos Nfimeros 

Exame final - 21 de Fevereiro de 2003 

/ /Prove que, para todo o n E N, se tern 

'L. 
I ? 2. betermine dois inteiros 2 1000 cujo mMmo divisor comum seja 72. 

3. Como sabe, sendo a e b nlimeros naturais, tern-se [a, b] . (a, b) = ab. 

g ~ ~ r e s e n t e  um exemplo que mostre que, sendo a; b, c nfimeros naturais, n b  se 

tem necessariamente [a, b, c] . (a, b, c) = abc. 

J)IJ Prove que, sendo a, b, c E N, se tern 

[a, b, c] (ab, ac, bc) = abc. 

I/ 
I 4. Prove que o nfirnero de primos 6 infinito. 

. 

p e t e r m i n e  o menor inteiro positivo u qua satisfaz 58u G 48 (mod 142). 

(a) Diga como se define a funpb o no conjuntb dos nfimeros naturais e indipue 
/ a f6rmula que permite calcular o(n) se conhecermos a factorizqiio de n como 

produto de primos. 

(b) Demonstre essa f6rmula. 



Teoria dos Ntimeros 

Resumo da resoluglo do exame de 21/2/2003 

1. Vamm proceder por induck. Designernos a relajib indicada par P(n). 

lo passo: P(1) 6 verdadeira, porque 3 1 lS + 2. 

2O passo: Seja k E N qualquer e suponhsmcs que P(k) 6 verdadeira (hip&-e de induqiio). Vamas 
provar que, entb,  P(k + 1) 6 verdadeira, isto 6, que 

/ 

\cJ 
Temos 

Ccrmo, pela bip6tese de indusk, k3 + 22 h mtiltip10 de 3, cmclufmos que (k + + 2(k + 1) 6 
mdltipllo de 3, ccnno se pretendia demnnstrtir. 

2. Bmta tomar 720 e 72b, corn a e b prirnos entre si e tais que 72a 2 1000 e 72) 2 1000. 
Por exemplo, corn a = 14 e b = 15 obtema. os ndmeros 1008 e 1080, cujo m.d.c. 6 72. 

3. (a) Tomesa, por exemplo, a = 2, b = 3 e c = 6. E n t h  tern-se [a, b, c] = 6 e (a, b, c) = 1 
d mas abc = 36. 

I 

(b) Tern-se 

ab ab 

. [a, b, c] = [[a, b], c] = abc - abc 
(ab, (a, b)c) - (ab, ac, bc) 

'UV 
onde ustimos por duss vems o fwto de que, sendo u e v nfimeros naturais, se tam [u, v] = - 

(u, 4' 



- 

t 

5. Como (58,142) = 2 e 2 1 48, existem solu~iies da congruhcia 582 s 48 (mod 142), que s k  as 
mesmas que as da congru6ncia 9 x = 9 (mod ) , ou 29s I 24 (mod 71). 

Nde-se que (29,71) = 1. Usando o algorit~no de Euclides, vemos que -22 . 29 + 9 . 71 = 1. 
Logo, tern-se 29 . (-22) a 1 (mod 71), isto 6, -22 6 uma solusiio da congruencia 29% = 1 (mod 71). 
Segue-se que (-22) 24 = -528 6 uma solu(;h da congrubncia 29s = 24 (mod 71). 

Ora n6a sabemos que todas: as so lug&^ desta congru&cia sib congruentes entre si m6dulo 71. 
0 conjunto completo das solu~6es 6 portanto a classe de congruBncia [-528171. 

Resta encontrar o menor inteiro positivo que pertence a esta c law de congru6ncia. Facilmente se 
vB que esse inteiro 6 -528 + 8 -71 = 40. 

3. (a) 1.5 

(b) 2.5 

4. 3 

5. 3.5 

6. (a) 2 

(b) 2.5 
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