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1. Prove que, para todo o n E N, se tern 

1 . 2 + 2 . 3 + 3 . 4 + . . - + n ( n + l )  = 
n(n + l ) (n+ 2) 
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Vamos proceder por induqiio. Designemos a igualdade indicada por P ( n ) .  

- - 
lo passo: P ( l )  Q verdadeira, porque 1 . 2  = 

l ( l+  1) (1+2)  
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2O passo: Seja k  E N qualquer e suponhamos que P ( k )  Q verdadeira (hip6tese de induqh). Varnos 
provar que, entiio, P ( k  + 1) Q verdadeira, isto 6, que 

Usando a hip6tese de induqh temos 

- - k ( k +  l ) ( k + 2 )  + 3 ( k +  l ) ( k + 2 )  - k ( k +  l ) ( k + 2 )  + 3 ( k +  l ) ( k + 2 )  ( k +  l ) ( k + 2 ) ( k + 3 )  - - - 
3  3  3 3 

como se pretendia demonstrar. 

Erro fiequente: Designar por P ( n )  a q r e s s t i o  1 - 2  + 2  3 + 3 . 4  + . . - + n(n + 1) e depois w a r  fmses 
w m o  "P(n) e' verdadeim". Uma express60 ntio e' verdadeira ou falsa. 

2. Sejam b  e c  inteiros n5o ambos nulos. Prove que VzEZ (b, c )  = (b, c  + xb) . 

Designemos (b, c) por d e (b, c + xb) por dt. Como d I b  e d I c, d divide c  + xb, pel0 que d I d'. 
Analogamente, como d' I b  e dt I c  + xb, d' divide c, pel0 que dl I d. De d 1 dl e dl I d sai que d = dl. 

Outra resolu@o: Existem inteiros s e t tais que (b, c  + xb) = bs + ( c  + xb)t. Daqui sai que (b, c  + xb) = 

b(s + x t )  + d. Mas (b, c) 6 o menor natural que se escreve como soma de um matiplo de b  com urn 
m6ltiplo de c. Logo, (b, c) 5 (b, c  + xb). Corn um raciocinio andogo conclui-se que (b, c + xb) 5 (b, c). 



3. Sendo a E N, designamos por ~ ( a )  o nlimero de divisores positivos de a (incluindo 1 e a).  
Sabendo que 3 1 a ,  4 1 a e ~ ( a )  = 14 ,  determine a. 

Sabemos que, sendo a = pylpT . . . p p ,  se tern r ( a )  = (a1 + l )(az + 1 )  - .  . (ak + 1 )  . Como ~ ( a )  = 14 e 
14 s6 se pode factorizar como 14 ou 2 7, ou a B da forma p13, com p primo, ou da forrna p:p2, corn pl 
e p2 prirnos. Como 3 1 a e 4 1 a ,  2 e 3 s h  factores de a ,  pel0 que tern que ocorrer o segundo daqueles 
casos, sendo 2 e 3 os factores prirnos de a. Como 4 1 a ,  o expoente de 2 B pelo menos 2, pel0 que 
a = 26 - 3 = 192. 

Erro frequente: Dizer que a = 46 . 3  ou a = 4 - 36. 0 nlimero 4 niio t primo. 

4. Sejam a e b dois nlimeros naturais. Prove que, se a2 I b2,  entiio a I b. 

- 
L 

~ e j a m a = p ~ l . . - p ~ ,  b = @ - - - e ,  comal 2 0  ,...,ax t o , &  2 0  ,..., Dk 2 0 .  

~ o m o  a =ppl  - - - p p ,  b=p:B1- - -p iBk ,  a hip6tese a21b2 significa que 2ai 5 2 & ,  i = 1, ..., k .  

Segue-se que ai I a, i = 1,. . . , k ,  o que signXca que a I b.  

E m s  frequentes: A hipdtese significa que existe u m  inteiro x tal que b2 = a2x. Pretendemos provar 
que existe urn inteiro y tal que b = ay. Ate' aqui tudo bem. 0 erro surge quando se diz que o ndmero 
y = f i  seme para o Jim em vista, porque seria preciso demonstrar que f i  t u m  inteiro. Uma variante 
e' dizer que o ndmero y = axlb  serve pam o Jim em vista; ha' e m  porque seria preciso demonstrar que 
axlb  e' inteiro. 

Outro err0 ainda t escrever o seguinte: De b = ay sai que b2 = a2y2. Basta ent6o tomar x = y2. 
0 e m  aqui e' de Zdgica: a hipipdtese dd-nos x, mas y e' procurado, niio C dado. 

CotaqSo: Todas as perguntas valem 0.25. 


