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Resolucao

1. Prove que, para todo o n € N, se tem

n(n+1)(n+ 2)

1:242-343-44--+n(n+1)= 3

Vamos proceder por indugdo. Designemos a igualdade indicada por P(n).

11+1)(1+2)

1° passo: P(1) é verdadeira, porque 1-2 = 3

2° passo: Seja k € N qualquer e suponhamos que P(k) é verdadeira (hip6tese de indugdo). Vamos
provar que, entdo, P(k + 1) é verdadeira, isto é, que

(k+1)(k+2)(k+3)
3

1-242-3+3-4+--+k(k+1)+ (k+1)(k+2) =

Usando a hipé6tese de indugdo temos

k(k + 1)(k + 2)

: +(k+1)(k+2) =

1:242-3+3-44--+k(k+1)+ (k+1)(k+2) =

_kk+1)(E+2) , 3+ 1D(E+2) _ k(E+1)(k+2) +3(k+D(k+2) _ (k+1)(k+2)(k+3)

3 3 3 3

como se pretendia demonstrar.
Erro frequente: Designar por P(n) a expressGo1-2+2-34+3-44---+n(n+1) e depois usar frases
como “P(n) € verdadeira”. Uma expressio nio é verdadeira ou falsa.

2. Sejam b e c inteiros ndo ambos nulos. Prove que Vez (b,¢) = (b,c+ zb).

Designemos (b,c) por d e (b,c + zb) por d. Como d|b e d]| ¢, d divide ¢ + b, pelo que d | d'.
Analogamente, como d'|b e d'|c+ b, d’ divide ¢, pelo qued' |d. De d|d’ e d’'|d sai que d = d'.

Outra resolucdo: Existem inteiros s e t tais que (b, ¢+ zb) = bs + (c+ xb)t. Daqui sai que (b, c+ zb) =
b(s + zt) + ct. Mas (b,c) é o menor natural que se escreve como soma de um miiltiplo de b com um
miiltiplo de ¢. Logo, (b,c) < (b,c+ xb). Com um raciocinio andlogo conclui-se que (b, ¢ + zb) < (b, ¢).



3. Sendo a € N, designamos por 7(a) o niimero de divisores positivos de a (incluindo 1 e a).
Sabendo que 3 |a, 4|a e 7(a) =14, determine a.

Sabemos que, sendo a = p{'py? - - - pp¥, se tem 7(a) = (a1 +1)(ag+1)--- (o +1). Como 7(a) =14 e
14 s6 se pode factorizar como 14 ou 2- 7, ou a é da forma p'3, com p primo, ou da forma p8p,, com py
e po primos. Como 3 |a e 4| a, 2 e 3 s@o factores de a, pelo que tem que ocorrer o segundo daqueles
casos, sendo 2 e 3 os factores primos de a. Como 4 | a, o expoente de 2 é pelo menos 2, pelo que
a=20.3=192

Erro frequente: Dizer que a =4%.3 oua=4-3%. O nimero 4 nio € primo.

4. Sejam @ e b dois nlimeros naturais. Prove que, se a? | b?, entdo a | b.

Sejama:pclll---pzk’b:p?l---pfk’conlalZO’”.’akZO’Bl 20,7ﬂk20

201 20,

Como a = pi** -- - py. ,b:p%m. 2Bk

-+p’*, a hipbtese a?|b?

significa que 204 < 206;,1=1,...,k.

Segue-se que o; < B;, i =1,...,k, o que significa que a | b.

Erros frequentes: A hipdtese significa que eriste um inteiro « tal que b® = a®z. Pretendemos provar
que existe um inteiro y tal que b = ay. Até aqui tudo bem. O erro surge quando se diz que o nimero
y = \/T serve para o fim em vista, porque seria preciso demonstrar que /T é um inteiro. Uma variante
é dizer que o nidmero y = ax/b serve para o fim em vista; hd erro porgue seria preciso demonstrar que
az/b € inteiro.

Outro erro ainda € escrever o segquinte: De b = ay sai que b* = ay?. Basta entdo tomar x = y2.
O erro aqui € de légica: a hipdtese dd-nos x, mas y € procurado, ndo € dado.

Cotacgao: Todas as perguntas valem 0.25.



