DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA
EXAME DE TEORIA DOS NUMEROS
LICENCIATURA EM MATEMATICA
16 de Janeiro de 2004 Duracao: 2h30m

Nao é permitido o uso de calculadoras. Justifique resumidamente todas as afirmacoes que efectuar.
Nao escreva a lapis nem a vermelho. Qualquer tentativa de fraude serd punida com o anulamento da

prova.

1. Prove que:

(a) Se a, b e c sao inteiros tais que a | bc e (a,b) =1 entdo a | c;
(b) Se um numero primo divide um produto de nimeros inteiros entao divide, pelo

menos, um dos factores.

2. Determine o inteiro positivo que é miultiplo de 7, termina em 00 e tem 18 divisores

positivos.
3. Calcule o resto da divisao inteira de 1% +2* +3* 4+ ... 4+ 414 4 42* por 5.
4. Sabendo que 2 é uma raiz primitiva médulo 13, resolva a congruéncia x° = 12 (mod 13).

5. (a) Sendo ¢ a funcao de Euler diga como se define ¢(n), para n € N.

(b) Prove que, para p primo e k € N, ¢ (pk) = pk —ph1

6. Para assistir a uma representacao teatral cada adulto pagou 1,80€ e cada crianca pagou
0,80€ . O total da receita foi 90€ . Sabe-se que assistiram a representacao mais adultos

do que criancas e que o niimero de criancas era superior a 20.

(a) Escreva uma equacao Diofantina cuja resolugdo permita obter o nimero de adultos

e o numero de criangas que assistiram a representacao.

(b) Resolvendo a equagao escrita em (a) determine o nimero de pessoas que assistiram

a representacao. (Se nao respondeu a alinea (a), determine as solugoes naturais de
242+ 10y = 300

que verificam z >y e y > 5).

4 valores
3 valores
3 valores
3 valores
3 valores
4 valores
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1. (4 valores)

(a) Sejam a, b e ¢ inteiros tais que (a,b) =1 e a | be . De (a,b) = 1 sabe-se que existem
inteiros x e y tais que 1 = ax + by. Multiplicando ambos os membros desta igualdade por
¢ obtém-se ¢ = acx + bey. Por hipdtese a | be e, portanto, também a | bey. E claro que
a | acx, concluindo-se assim que a | acx + bey, isto é, a | c.

(b) A demonstragao serd feita por indu¢ao no nimero de factores do produto. Seja p um
numero primo e, para n > 2 nimero natural, designe-se por P(n) a afirmacao
“Se p diwvide um produto de n inteiros entao p divide, pelo menos, um deles’.

Verifique-se que P(2) é verdadeira. Sejam aj,as € Z e suponha-se que p | ajas. Se
p | a1 nada mais ha a provar. Se p { a; entao, (porque p é primo os seus tnicos divisores
positivos sao 1 e p), (p,a;) = 1 e, usando o resultado da alinea (a), conclui-se que p | as.
Assim, de p | ajas, resulta que p | a; ou p | as, isto é, a afirmacao P(2) é verdadeira.

Seja k € N, arbitrario e suponha-se que P(k) é verdadeira, isto é, suponha-se que
“se p divide um produto de k inteiros entdo p divide, pelo menos, um deles” (hipGtese de
inducao).

Considerem-se ay, ag, ..., a, axr1 € Z tais que p | ajas - - - agags € seja b = ajas - - - ay.
Entao p | bayy1 e, usando o facto de P(2) ser verdadeira, conclui-se que p | b ou p | ag1.
Se p | agy1 nada mais ha a provar. Se p t axy1 entdo p | b, isto é, p | ajaz---ay e, da
hipétese de inducao, resulta que p divide, pelo menos, um dos inteiros, a, as, ..., a;. Em
ambos os casos, o facto de p dividir ajas - - - agasy; implica que p divide, pelo menos, um
dos factores ay,as,. .., ay, agy1. Mostrou-se assim que P(k + 1) é verdadeira. O método
de indugao matemédtica permite concluir que a afirmacdo P(n) é verdadeira, para todo o
nimero natural n > 2. Uma vez que o primo p é arbitrario obtém-se o resultado.

2. (3 valores)

Designe-se por n o inteiro positivo procurado e seja n = pi'p3*---p&" a decomposicao
canonica de n, isto é, r € N, py,ps,...,p, sa0 nimeros primos distintos dois a dois e
a1, s, ..., a. € N. O nimero de divisores positivos de n é

7(n) = (g + D(ag+ 1) (a, + 1).

Uma vez que 7 é primo, n é multiplo de 7 se e s6 se um dos primos py, ..., p, for igual a
7. Por outro lado, n termina em 00 se e s6 se 100 = 22 x 52 divide n, isto é, se e s6 se o0s
primos 2 e 5 figuram na decomposi¢ao candnica de n com expoentes superiores ou iguais a
2. Assim, os inteiros positivos miltiplos de 7 e que terminam em 00 sao todos aqueles com
uma decomposigao candnica da forma n = 2*15%27%pi* ... p® onde o,y > 2. Entao
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ar+1>3, as+1>3eaq;+1>2parat=3,...r, donde

T(n) =18 & (ay+1D(ag+1)--- (o, +1) =2 x 3

r=3
N 041—2
Qg =
CK3—1

O ntdmero procurado é n = 22 x 52 x 7 = 700.

3. (3 valores)
Uma vez que 5 é primo, por aplicacao do Teorema de Fermat, sabe-se que, para a € 7Z tal
que 51 a, a* =1 (mod5). Obviamente que se 5 | a entdao 5 | a* e portanto a* = 0 (mod 5).
Uma vez que 42 =5x8+2, em 1,2,...,42 ha exactamente 8 multiplos de 5 (1 x 5,2 x
5,...,8 X 5) e os restantes 34 ntiimeros sao primos com 5.
Entao na soma 1% +2% + 3% + ... +41% + 42* h4 8 parcelas congruentes com 0 médulo
5 e as restantes 34 sao congruentes com 1 médulo 5, obtendo-se que

428+ 34 4 -+ 41% 4 42* = 34 (mod 5) = 4 (mod 5) .

Assim, o resto da divisao inteira de 1%+ 2% +3* + ... + 414 4+ 42* por 5 é 4.

4. (3 valores)

Comece-se por verificar que a congruéncia x? = 12 (mod 13) tem solugdes. O nimero 13
é primo e 12050 = 12% = 121 = (—=1)* (mod 13) = 1 (mod 13), o que permite concluir
que existem exactamente (9,13 — 1) = 3 classes de congruéncia médulo 13 cujos elementos
verificam a congruéncia dada. Determinem-se essas classes.

Uma vez que 2 é uma raiz primitiva médulo 13, o conjunto {2,2% ..., 212} ¢ um sistema
reduzido de residuos modulo 13. Assim, porque 12 é primo com 13, existe um e um
s6 k € {1,2,...,12} tal que 2 = 12(mod 13). De 2! = 2(mod13), 22 = 4 (mod 13),
23 = 8 (mod 13), 2% = 16 = 3 (mod 13), 2° = 6 (mod 13) e 25 = 12 (mod 13), conclui-se que
k = 6.

Se x € 7 verifica a congruéncia dada entao (z,13) = 1 e portanto existe um e um s6
i€{1,2,...,12} tal que x = 2* (mod 13). Logo,

2° =12(mod 13) & 2% = 2°(mod 13)
& 2% 25 =0(mod13)
& 2°(277°—1) =0(mod 13)
& 2°=0(mod13) v 2975 —1 =0 (mod 13)
& 2970 =1(mod13),

onde, na pentltima equivaléncia, se usou o facto de 13 ser primo e, na ultima, se usou o
facto de 2 e 13 serem primos entre si. Uma vez que a ordem de 2 médulo 13 é 12 (2 é uma
raiz primitiva médulo 13),

2770 =1(mod13) < 9i—6=0(mod12)
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< 97 =6 (mod12)
< 3i=2(mod4)
& —i=2(mod4)
< i =—2(mod4)
< 1 =2(mod4).

Os inteiros que satisfazem a congruéncia i = 2 (mod 4) sao todos os inteiros pertencentes
a [2];. Esta classe de congruéncia médulo 4 é uniao de trés classes de congruéncia médulo
12, [2]12, [2 —|—4]12 = [6]12 € [2 + 8]12 = [10]12 .

Entao as solugoes de 27 = 12 (mod 13) sao as 3 classes de congruéncia médulo 13

[22]13 = [4]3, [26]13 =[12] 5 e [210]13 = [262222]13 = [—1 x4 x 4]3 = [10] 5.

5. (3 valores)
(a) Paran € N, p(n) é o numero de elementos de qualquer sistema reduzido de residuos
modulo n, isto é, p(n) é o nimero de elementos de {1,2,...,n} que sdo primos com n.

(b) Para p primoe k € N, ¢ (pk) é o ntimero de elementos de {1,2,...,p* — 1, p*} que sdo
primos com p¥, ou seja, é a diferenca entre o niimero de elementos de {1,2,...,p" —1,p*}
(que é p*) e o nimero de elementos de {1,2,...,p* — 1,p*} que ndo sdo primos com p*.
Sendo p primo, os divisores positivos de p* sao as poténcias de base p e expoente perten-
cente a {0,1,...,k}. Entao os inteiros de {1,2,...,p* — 1, p*} que nao sdo primos com p*
sdo precisamente os que sdo multiplos de p, ou seja, p,2p, ..., p" 'p. Uma vez que estes
inteiros sao p*~!, obtém-se que ¢ (p¥) = p* — p*~L.

6. (4 valores)

(a) Designem-se por x e y, respectivamente, o nimero de adultos e de criancas, que assis-
tiram a representacao. Entao 1,8z + 0,8y = 90. Multiplicando ambos os membros desta
equacao por 10 obtém-se a equagao equivalente

182 4+ 8y =900. (1)

Assim, o numero de adultos e o nimero de criancas que assistiram a representacao formam
um par, (x,y), de nimeros naturais que verificam a equagao Diofantina linear (1) e, além
disso, satisfazem x > y > 20.

(b) Resolva-se a equacao (1). Uma vez que (18,8) = 2 e 2 | 900, a equagao (1) tem solugoes
inteiras. Atendendo a que 18z 4+ 8y = 900 & 9x + 4y = 450, vai resolver-se a equacao

9z 44y = 450. (2)

De 1 =9 x 144(—2) resulta que 450 = 9 x 4504 4(—900) e portanto xy = 450 e yy = —900
sao inteiros que verificam (2). Sejam z; e y; inteiros tais que 9x; + 4y; = 450. De
921 +4y1 = 9z +4yo < (a1 — 29) = 4(yo — y1), porque (9,4) = 1, conclui-se que
4| x1—x0e9|yo—yi, isto é, existem q,t € Z tais que x1 = xo + 4q e y; = yo — 9t. Mas
91+ 4y =450 & 9w+ 36q + dyo — 36t = 450
& 450 + 36 — 36t = 450
& g=t
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e portanto as solugoes inteiras de (2) sao dadas por

{x—xo+4q—450+4q

y=1yo—9g=—000—9g ° 1%

Uma vez que

x>0

y >0 T >y
x>y (:){y>20 ’
y > 20

basta procurar as solugoes de (2) que verificam = > y e y > 20.
Sejam x = 450 + 4q e y = —900 — 9¢, com q € Z.

1350
x>y <4504+ 4qg > —900 — 99 < 13¢ > —1350 & ¢ > BETE
_ 1350 _ 1 s
Atendendo a que 1350 = 103 x 13 + 11, —1—2 = —103 — 1—3 e portanto, para ¢ inteiro,

q > —% < g > —103. Analogamente, sendo ¢ inteiro,
920 2
y>20<:>—900—9q>20<:>q<—7<:>q< —102—54:)(13—103.

Conjugando as duas desigualdades obtém-se ¢ = —103, v = 4504+4(—103) = 450—412 = 38
ey = —900—9(—103) = —900+927 = 27. Assistiram a representacao 65 pessoas, 38 adultos
e 27 criancas.

Resolugao de (b) para quem nao respondeu a (a) Resolva-se a equacao 24 z+10y =
300. Uma vez que (24,10) = 2 e 2 | 300 esta equagao tem solugoes inteiras. Atendendo a
que 24z + 10y = 300 & 122 + 5y = 150, vai resolver-se a equagao

12z +5y = 150. (3)

De 1 = 12(—2) + 5 x 5 resulta que 150 = 12(—300) + 5 x 750 e portanto xy = —300 e
yo = 750 sdo inteiros que verificam (3). Sejam x; e y; inteiros tais que 12x; + 5y; = 150.
De 1221 + 5y; = 1220+ 5yo < 12(x1 — z9) = 5(yo — y1), porque (12,5) = 1, conclui-se
que 5 | x1 —xg e 12 | yo — y1, isto é, existem ¢,t € Z tais que 1 = xg + 5q e y; = yo — 12t.
Mas
1221 +5y1 =150 & 1229+ 60q + 5yo — 60t = 150
& 150 4 60g — 60t = 150
& g=t

e portanto as solugoes inteiras de (3) sdo dadas por

{x:x0+5q:—300+5q

y=yo—12¢=750 — 129 * 9%

Uma vez que

z >0
y>0 <:>{x>y 7
x>y Y>>0

y>5
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basta procurar as solugoes de (3) que verificam = > y e y > 5.
Sejam x = —300 + bq e y = 750 — 12¢, com ¢q € Z.
1050

:c>y<:>—30()+5q>750—12q<:>17q>1050<:>q>1—7.

Atendendo a que 1050 = 61 x 17+ 13, %?O =061+ % e portanto, para q inteiro, ¢ > %?O &

q > 62. Analogamente, sendo ¢ inteiro,

745 1
y>5<:>750—12q>5<:>q<E©q<62+ﬁ<:>q§62.

Conjugando as duas desigualdades obtém-se ¢ = 62, v = —300+5 x 62 = —300+ 310 = 10
ey ="750—12 x 62 =750 — 744 = 6.
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