DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA
EXAME DE RECURSO DE TEORIA DOS NUMEROS
LICENCIATURA EM MATEMATICA

6 de Fevereiro de 2004 Duracao: 2h30m

Nao é permitido o uso de calculadoras. Justifique resumidamente todas as afirmacgoes

que efectuar. Nao escreva a lapis nem a vermelho. Qualquer tentativa de fraude sera

punida com o anulamento da prova.

1.
2.

Sejam a e b niimeros naturais tais que [a,b] = [a?,b]. Prove que a® | b.

Prove que, para m € N e a,x,y € Z, se tem

ar = ay (modm) < x =y | mod m .
(a,m)

Mostre que 30 | (20042004 — 19982004)

Numa turma com menos de 30 alunos foram efectuados trabalhos de grupo em 3 aulas
das disciplinas de Portugués, Matematica e Biologia. Em todas as 3 aulas estiveram os
mesmos alunos. Na aula de Portugués havia varios grupos de 4 alunos e 2 grupos de 3
alunos. Na aula de Matematica todos os grupos tinham 3 alunos, excepto um que tinha
2 alunos. Finalmente, na aula de Biologia todos os grupos tinham 5 alunos, excepto um
que tinha 6 alunos.

(a) Escreva um sistema de congruéncias cuja resolu¢do permita obter o nimero de
alunos presentes nas 3 aulas.

(b) Determinando todas as solugoes do sistema escrito em (a), obtenha o nimero de
alunos que estiveram nas 3 aulas. (Se nao respondeu a alinea (a), determine todas
as solugoes do sistema formado pelas congruéncias z = 1 (mod3), = = 3 (mod?5) e
x =4(mod7) e, de entre estas, a menor solugao positiva).

Sejam m um numero natural e a um inteiro primo com m.

(a) Defina ordem de a médulo m.

(b) Prove que, para k € N, a* = 1(modm) se e s6 se k é miltiplo da ordem de a

modulo m .

Determine todos os inteiros positivos que tém exactamente 6 divisores positivos, sendo a
soma destes divisores igual a 39.

Seja p um numero primo fmpar. Determine, em funcao de p, as medidas dos lados de
todos os triangulos rectangulos cujos lados tém como medidas niimeros naturais primos
entre si e em que um dos catetos mede p cm.

1. 2,5 valores 4. 3,5 valores
a 5. 3,5 valores
Cotagao : 2. 3,5 valores
3. 25 valores 6. 2 valores
o 7 2,5 valores
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1. (2,5 valores)

Sejam pi,pg,...,p, todos os nimeros primos (distintos dois a dois) que dividem a ou
b. Isto é, a = pi'p3®---pir e b = pflp?---pfr onde, para i = 1,2,...,7, a5, 3; € Ny
ea; #0ouf #0. BEntao [a,b] = prixlevflpmixiesfe)  pméx{erbd o atendendo a

que a® = p%mpgaz . _p%aT’ [aQ, b = pllnéx {2a1761}p12néx {2a2,82} .pgléx{mlmﬁr}' Por hip6tese
[a%,b] = [a,b], isto é,

max {2, 5;} = méx{«;, 5}, 1=1,2,...,r.

Pretende provar-se que a? | b, ou seja, que 2a; < 3;, parai = 1,2,...,r. Suponha-se que

existe i € {1,2,...,r} tal que 2a;; > 3;. Entao
20; = méx {20y, B;} = méx {a;, B}

e portanto 2a; = «; ou 2a; = (3;. No primeiro caso tem-se «; = 0. Assim, em qualquer
um dos casos conclui-se que 2a; < 3;, 0 que contradiz a suposicao feita. Entao tem-se que

20;; < fB;, para i = 1,2,...,r e portanto a? | b.

2. (3,5 valores)
Sejam m € Ne a,x,y € Z.

ar = ay (modm) < m| (ax — ay)
& dgeliar —ay=qm
& dgeZ:alr—y)=qm.
Seja d = (a,m). Existem ¢, qs € Z tais que a = q1d, m = gad e (q1,q2) = 1. Entao (porque
d #0)
ar = ay (modm) < JqE€Z:qd(x —y) = qqd
& el qlr—y)=qp

& @lal-y).

1



TEORIA DOS NUMEROS (2003/2004) 2

Uma vez que ¢ e ¢y sdo primos entre si, g2 | ¢1(z — y) < ¢2 | (x — y) e portanto

ar = ay (modm) < ¢ | (x—y)

& =y (modg)

&S =y (mOd(a,—n:n)> .

3. (2,5 valores)

Atendendo a que 2, 3 e 5 sao primos dois a dois,

2 | (20042001 — 19982004)
30 | (200479 — 1998%%%) « ¢ 3| (20042094 — 19982004)
5| (20042004 — 19982004) |

Uma vez que 2004 e 1998 sao pares e o produto e a soma de nimeros pares sao pares,
conclui-se que 2 | (20042904 — 19982004),

De 2004 = 3 x 668 resulta que 2004 = 0 (mod 3) e portanto 200429 = (0209 (mod 3) =
0 (mod 3). Analogamente, de 1998 = 3 x 666 conclui-se que 19982°** = 0 (mod 3). Entao
20042904 — 19982094 = () (mod 3), ou seja, 3 | (2004290 — 19982004),

De 2004 = 5 x 40 + 4, e porque 5 é primo, conclui-se que (2004,5) = 1. Aplicando o

Teorema de Fermat obtém-se que 2004* = 1 (mod 5). Entao
200424 = (2004*)*" = 17! (mod 5) = 1 (mod 5) .

Uma vez que também (1998,5) = 1 (1998 = 5 x 399 + 3), aplicando novamente o Teorema

de Fermat, obtém-se que
199824 = (1998*)™" = 1°°! (mod 5) = 1 (mod 5) .

Entao 2004209 — 199829 = 1 — 1 (mod 5) = 0 (mod 5), ou seja, 5 | (2004294 — 19982004),
Provou-se assim que 2, 3 e 5 sao divisores de 2004209 — 199820%% ¢ portanto, pelo

afirmado inicialmente, também 30 divide 20042°%4 — 19982004,

4. (3,5 valores)

(a) Designe-se por z o nimero de alunos presentes nas 3 aulas em causa. Seja m o nimero
de grupos que, na aula de Portugués, tinha 4 alunos. Entao z = 4m + 6 e portanto
x = 6(mod4), ou seja, x = 2(mod4). Seja n o nimero de grupos que, na aula de
Matematica, tinha 3 alunos. Entdo x = 3n + 2 e portanto = 2 (mod 3). Finalmente,
sendo k o nimero de grupos que, na aula de Biologia tinha 5 alunos, tem-se x = 5k + 6 e

portanto = 6 (mod 5), ou ainda, x = 1 (mod 5).



TEORIA DOS NUMEROS (2003/2004) 3

Entao o nimero de alunos é solugao de

r =2 (mod4)
r = 2 (mod 3) (1)
r =1(mod5).

Uma vez que 3, 4 e 5 sao primos dois a dois, o Teorema chinés dos residuos garante que
este sistema tem solugao, sendo o conjunto das solugoes uma classe de congruéncia modulo
4 x 3 x5=060.

(b) Resolvam-se as congruéncias auxiliares $ by = 1 (mod4), @b, = 1(mod3) e L b3 =
1 (modb).
b =1(mod4) < 156 =1 (mod4) & —b; =1 (mod4) < by = —1 (mod 4)
< by = 3 (mod4)
P by =1(mod3) < 20b; = 1 (mod3) & —by =1 (mod3) < by = —1 (mod 3)
< by = 2 (mod 3)
Dby =1 (mod5) < 12b3 = 1 (mod 5) < 2bs = 1 (mod 5).
Uma vez que 1 =3 x 24 (—1) x5, 2 x 3 = 1(mod5), logo 2b5 = 1 (modb) & by =
3 (modb5). Considerem-se by = 3, by = 2 e by = 3.
Entao 2 x @b +2x @by +1x Loy =2x15x3+2x20x 2+ 12 x 3 =206 ¢ uma
solugao de (1) e portanto (Teorema chinés dos residuos) o conjunto das solugoes de (1) é
[206]60 = [26]0 = {26+ 60k : k € Z}. Sabendo que o ntimero de alunos da turma em causa

é inferior a 30, conclui-se que nas 3 aulas estiveram 26 alunos.

Resolugao de (b) para quem nao respondeu a (a)

Pretende-se reolver o sistema

r =1 (mod 3)
z = 3 (mod5) (2)
r=4(mod7).

Uma vez que 3, 5 e 7 sao primos dois a dois, o Teorema chinés dos residuos garante que o
conjunto das solugoes deste sistema é uma classe de congruéncia médulo 3 x 5 x 7 = 105.

Resolvam-se as congruéncias auxiliares 122 b; = 1 (mod 3), 1226, = 1 (mod5) e 12 by =
1 (mod 7).

b =1 (mod 3) & 35b; = 1 (mod 3) < —by = 1 (mod 3) < by = —1 (mod 3)

< by =2 (mod 3)
B by =1 (mod5) & 21by =1 (mod5) < by = 1 (mod 5)
b3 =1(mod7) < 15b3 = 1 (mod 7) < bg = 1 (mod 7).

Considerem-se by = 2, by =1 e bg = 1.
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Entao 1 x 1P b1 +3x 30by +4x 1Ph; =1x35x2+3x21 x 1+4x15%x 1 =193
¢ uma solugao de (2) e portanto (Teorema chinés dos residuos) o conjunto das solugdes de
(2) é [193]105 = [88]105 = {88 + 105k : k € Z}. A menor solugao positiva de (2) é 88.

5. (3,5 valores)

(a) Sendo a primo com m, pelo Teorema de Euler, a*™ = 1 (modm). Entdo o conjunto
dos ntimeros naturais, k, para os quais a* = 1 (modm), é ndo vazio e, pelo principio de boa
ordenacao, tem um minimo. A ordem de a moédulo m é esse minimo, ou seja, é o menor
nimero natural, k, que verifica a* = 1 (modm).

¥ =1 (modm).

(b) Seja h a ordem de a médulo m e considere-se k € N. Suponha-se que a
Pelo algoritmo da divisao, existem ¢,r € Ny tais que k = qgh+r er < h.
Entdo a® = a® = (a")? a”. Sendo h a ordem de a médulo m, a" = 1(modm) e
portanto a* = 194" (modm) = a” (modm). Da hipétese resulta que a” = 1 (modm), com
r € Ng e r < h. Atendendo a definicao de ordem de a médulo m, terd de ser r = 0 e
portanto h | k.
Reciprocamente suponha-se que h | k. Entao existe ¢ € N tal que k = gh e portanto

a* = (a")? = 17 (mod m) = 1 (mod m).

6. (2 valores)

Seja m um inteiro positivo com decomposigao canénica n = pi*ps? - - - p® (p1,p2, ..., Pr SA0
nimeros primos distintos dois a dois e ay, as, ..., a, € N). Suponha-se que py,pa,...,p;
estao ordenados de modo a que ay > ag > -+ > a.

O ndmero de divisores positivos de n é 7(n) = (a; + 1)(ag + 1) - - - (o, + 1).

Entao n tem 6 divisores positivos se e so se

(g + (e +1)---(a,+1)=6=2x3. (3)
Uma vez que 2 e 3 sdo primos e, para i =1,2,...,r, o; +1 > 2, (3) é equivalente a
r=1 r=1
V a1+1:3 = V a1:2
041+1:6 (11:5
Oég+1_2 062_1

Assim um inteiro positivo tem 6 divisores positivos se e s6 se é de uma das forma p; ou
2 . d- .
Pip2, com pi, pa primos distintos.
Suponha-se que n = p}, com p; primo. Serd possivel escolher p; de modo a que a soma

dos divisores positivos de p? seja 397 Sendo p; primo, a soma dos divisores positivos de p} é



TEORIA DOS NUMEROS (2003/2004) 5

o(p}) = 1+pi+pi+pi+pi+p}. Parap, =2, 0(2°) = 142422423421 42% > 39, logo, para
qualquer primo p; > 2, também o(p}) = 1+p;+p2+pi+pi+p] > 1+2422423421425 > 39.
Néao hd nenhum inteiro da forma p?, com p; primo, tal que o(p?) = 39.

Suponha-se agora que n = p?py, com py, py primos distintos. Uma vez que a fungio o
¢ multiplicativa, o(n) = 39 < o (p?)o(p2) =39 < (1+p1 +p?) (1 +p2) =39 =3 x 13.
Atendendo a que 3 e 13 sdo primos, 1 +py > 3 e 1 4 ps # 13 (porque 12 nao é primo),

(I+pi+p))(1+p) =3x13 1+p+p =13A1+p =3 p =3Apy=2.

Assim, hd um e um sé inteiro positivo nas condicoes do enunciado, n = 32 x 2 = 18.

7. (2,5 valores)

Designem-se por x, y e z as medidas dos lados de um triangulo rectangulo nas condicoes
do enunciado, sendo x e y as medidas dos catetos e z a medida da hipotenusa. Entao
(x,y,2) é um trio pitagdrico primitivo e portanto z é par ou y é par. Suponha-se que y
é par. Uma vez que p é impar tera de ser x = p. Além disso, existem a,b € N primos
entre si e de paridades distintas, tais que a > b, = a® — b?, y = 2ab e z = a*> + b?. Entao
p=a®>—0b*>= (a—0b)(a+Db). Sendo p primo, os seus tnicos divisores positivos sao 1 e p.

Uma vez que a — b e a + b sao positivos e a — b < a + b tera de ser

a—b=1 a=1+b a= bt
& & 22
a+b=p 1+2b=p b=t
Observe-se que a e b nestas condicoes sao de facto de paridades diferentes porque a sua

soma é igual a p que é impar. Além disso, de 1 = a+(—1)xb conclui-se ainda que (a,b) = 1.

1)(p—1 2_1 24op+1 2—2p+1 241
p+)2(p ):p2 ez:a2+62:p+4p+ 42 4p+ :p2+.

Entéox:p,y:2ab:(
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