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1. (0,3 valores)
Resolva a congruéncia 10x=6 (mod 14).

Uma vez que (10,14) = 2 e 2 | 6, a congruéncia dada tem duas solugoes, isto é,
existem duas classes de congruéncia modulo 14 cujos elementos verificam a congruéncia
dada. Determinem-se essas duas classes.

10z =6 (mod14) & 2 x 52 =2 x 3(mod2 X 7) < 5z = 3 (mod 7).

Use-se o Algoritmo de Euclides para escrever 1 = (5,7) como soma de miltiplos de 5 e 7.
7=1x5+2eb=2x2+1. Assim, 1 =5-2%x2 =5-2x(7-5) = (—2)x7+3 x5 e portanto
5x3=1(mod7). Entao 5 x 9 = 3 (mod 7) e os inteiros que satisfazem a congruéncia dada
sdo todos os inteiros pertencentes a [9]; = [2];. Esta classe de congruéncia médulo 7 é
uniao de duas classes de congruéncia médulo 14, a saber, [2]14 € [2 4 7|14 = [9]14.

2. (0,3 valores)
Sejam n € N, a € Z impar e tal que (a,5) =1. Determine o idltimo digito de
ad" 4+ 1.

O 1ltimo digito de a® + 1 é o elemento do sistema completo de residuos médulo 10,
{0,1,...,9}, com o qual a® + 1 é congruente médulo 10. Sendo a impar, (a,2) = 1. Como
também (a,5) = 1, conclui-se que (a,10) = 1. Assim, o teorema de Euler garante que
a?1% =1 (mod 10). Uma vez que 2 e 5 sdo primos, ¢(10) = (2 x 5) = (2! —2°)(5! —5°) =
(2—1)(5—1) = 4 e portanto a* = 1 (mod 10). Entao

a® +1 = (a")*" +1= 1> +1(mod 10) = 2 (mod 10)

e o tltimo digito de a®* + 1 é 2.

3. (0,4 valores)
Prove que, para todo o n € N, se tem ¢(n?) = n ¢(n).

Seja n = pi*p5? - p? a decomposi¢ao candnica de n, isto é, r € N, py,pa,...,p, s@0
numeros primos distintos dois a dois e aq, as, ..., o, € N. Entao

a1—1 az—1 ar—1

pln) = (" —pi* ") (05° =) - (0 =)



A decomposicio canénica de n? é pi® p3*2 ... p2® e portanto
© (n2) — (p?al o p?al—l) (pgag _p;ag—l) . (pgar . pgar—l)
= P (" =) s (52— P52 - (P — )

a1 —1 s —1 ar—1

= (pps - pi) (pft — pt ) (5% — p32 ) e (P — o)
= nen).



