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1. (2 valores)
Seja d = (a,b). Uma vez que d | a e d | b. existem ¢.¢ € Z tais que a = qd e b = td. Claro
qued#0e

d=axg+ byo = d=qdeo+tdyy & 1 = quog+tyo .

Conclui-se assim que o menor elemento positivo de {fxo + gy, : f,g € Z} é 1, ou seja,
(.Z'o, yO) =1L

2. (3 valores)
A prova serd feita por reducao ao absurdo. Suponha-se entdo que o numero de primos é

finito e designem-se por py, pa. ..., pr (com k € N) todos os niimeros primos, distintos 2 a
2. O numero n = pyps - - pi + 1 ¢ inteiro ¢ maior do que 1 ¢ portanto ¢ um produto de
ndmeros primos. Como py, pa, - . ., px s20 todos os nimeros primos, cxiste i € {1,2,...,k}

tal que p; | n. Obviamente também p; | p1ps -+ px ¢ portanto p; | n — pipa - - py, isto ¢,
pi | 1, o que ¢ absurdo, porque sendo p; primo, ¢ maior do que 1 ¢ os divisores de 1 sdo
apenas —1 e 1. O absurdo resultou de termos suposto que o ntimero de primos é finito,
concluindo-se assim que existe uma infinidade de niimeros primos.

3. (3 valores)
Uma vez que 23 é primo, aplicando o Teorema de Wilson, obtém-se que 22! = (23 — 1)! =
—1 (mod 23).

Por outro lado, porque (26,23) = 1, aplicando o Teorema de Fermat. resulta que
2622 = 1 (mod 23). Dividindo 2005 por 22 obtém-se 2005 = 91 x 22 + 3 e assim,

267005 — (26°2)™ 26° = 19126 (mod 23) = 3° (mod 23) = 4 (mod 23) .

Entao
22! — 26%°% = —1 — 4 (mod 23) = 18 (mod 23) .

O resto da divisao inteira de 22! — 2629% por 23 é 18.

4. (3 valores)
Uma vez que 3, 4 e 7 sao primos dois a dois, o Teorema chinés dos residuos garante que o
sistema

(2 =2(mod3)
r =2(mod4) (1)
r=1(mod7)
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tem solucao. sendo o conjunto das solucoes uma classe de congruéncia médulo 3x4x7 = 84.
Resolvam-se as congruéncias auxiliares % b; = 1(mod3), b, = 1(mod4) e by =
1 (mod?7).

&b =1(mod3) & 28h; =1 (mod3) < by =1 (mod 3)

&by =1(mod4) & 21by =1 (mod4) < by = 1 (mod 4)

2 b3 =1(mod7) & 12b3 = 1 (mod 7) < 5by = 1 (mod 7) & 153 = 3 (mod 7)

< b3 =3(mod 7).

Considerem-se by = 3, by = 2 ¢ by = 3.

Entao 2 x &by +2x &by + 1 x &by =2x28x1+2x21x1+12x3 =134
¢ uma solugao de (1) ¢ (Teorema chines dos residuos) o conjunto das solugoes de (1) é
[134]s4 = [50]s;, = {50 + 84k : k € Z}. Uma vez que 50 + 84 = 134, 50 +2 x 84 = 218 ¢
50 + 3 x 84 = 302, o maior inteiro que é solugao de (1) e é inferior ou igual a 300 é 218.

5. (3 valores)
Designe-se por n 0 menor nimero natural que ¢ multiplo de 15 e tem 10 divisores positivos,
e seja n = pi*py?---pt a sua decomposi¢do candnica. Isto é, r € N, p1,pa2,....p, s80
numeros primos distintos dois a dois e ;. o, ..., € N. Uma vez que 15 = 3 x5, n é
multiplo de 15 se e s6 se r > 2 e 3,5 € {p1,....p, }. Suponha-se que p; = 3 e p, = 5.

O numero de divisores positivos de n é 7(n) = (o + 1)(ag + 1) -+ - (. + 1). Entéo

T(n) =10 < (o +1)(ae+1) - (a,+1)=2x%5

r=2 r=2
= ap=1V o1 4
062*4 Qg 1

Conclui-sc assim quc hé dois niimeros naturais que sdo mtltiplos de 15 ¢ tém 10 divisores
positivos: 3 x 5% ¢ 31 x 5. Uma vez que 3* x 5 =33 (3 x 5) < 53(3 x 5) = 3 x 51, 0 mcenor
ntimero natural, multiplo de 15 ¢ com 10 divisores positivos, ¢ 3% x 5.

3P -152-1 243 -124

S 151 5 1:242X3:726.

o (3" x5) =

6. (2,5 valores)
Solucao 1- Em cada uma das a classes de congruéncia médulo a ha exactamente 2 elementos
de {1,2,...,2a}:

l.a+1ell,

2.a+2€2],

a—1,2a—-1€a—1],

a,2a € |al, .
Além disso, em cada classe de congruéncia médulo a ou todos os elementos sdo primos
com @ ou nenhum é, porque n = m (moda) = (n,a) = (m.a). Entdo o nimero de inteiros
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positivos inferiores ou iguais a 2a, e que sdao primos com «, é o dobro do nimero de classes
de congruéncia mdédulo a cujos elementos sao primos com a. ou seja, é
S 3 bl

2x #{ne{l,2,...;a}: (n.a)=1}=2p(a).
Solugdo 2- O numero de inteiros positivos inferiores ou iguais a 2a e que sdo primos com a
é
Hned{l,2....;a}: (n,a)=1}+#{nefa+1,a+2,...,2a} : (n,a) =1}.

A funcao
f i da+l,a+2,...,2¢} — {1,2,....a}

n — N —a

é bijectiva e, além disso, para n € {a + 1,0 +2,...,2a},
(nya)=1< (n—a,a)=1< (f(n),a)=1.
Entao
H{ne{a+1l,a+2...,2a}: (n,a) =1} =t{ne{1,2,...,a}: (n,a) =1} = p(a),

e o nimero de inteiros positivos inferiores ou iguais a 2a, e que sao primos com a, é 2p(a).
Solucao 3

1° caso: 2 | a.

Suponha-se que a = 2%b, com k,b € N e b impar. Entao, paran € {1,2,...,2a},

(n,a)=1s m,2°0) =1<2{nA (b)) =1 (12" =1 (n,2¢) = 1.
Assim, neste caso,

Hne{l,2,....2a} : (nya) =1} =Hne{1.2,...,2a} : (n.2a) =1} = p(2a) .

Por outro lado, ¢(2a) = @(2811b) = (2K 1)p(b) = (281 — 2F)ip(b) = 2(2F — 2k~ 1)ip(b) =
20(2Fb) = 2i(a).

2° caso: 21 a.

Neste caso, os elementos de {1,2,...,2a} que sdo primos com a sao 0s que sao primos com
2a (o nimero destes ¢ p(2a)) ¢, além desses, os que tém em comum com 2a cxactamente
um factor primo, o 2. Estes tltimos sao todos os inteiros da forma 2k, com k € {1,2,...,a}
¢ (k,a) = 1. Uma vez que

H2k:ke{l,2,...;a}e(ka) =1} =t{k € {L,2,...,a} e (k,a) =1} = ¢(a),

e atendendo a que (2,a) = 1, conclui-se que o nimero de inteiros positivos inferiores ou
iguais a 2a e que sao primos com a é

©(2a) + p(a) = p(2)p(a) + @(a) = p(a) + pa) = 2¢(a) .
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7. (3,5 valores)
(a) Designem-se por x e y, respectivamente, a capacidade das mesas circulares e a capaci-
dade das mesas rectangulares. Entao

550+ TTy = 902. (2)

Assim, a capacidade das mesas circulares e a capacidade das mesas rectangulares formam
um par, (x,y), de inteiros que verificam a equagao Diofantina linear (2) e, além disso,
satisfazem x > 2 ey > 2.

(b) Resolva-se a equacao (2). Comece-se por determinar (55,77). De 77 = 1 x 55 + 22,
55 = 2 x 22+ 11 e 22 = 2 x 11, por aplicagao do algoritmo de Euclides, conclui-se que
(55,77) = 11.
Uma vez que 902 = 82 x 11, (55,77) | 902 e a equacao (2) tem solugdes inteiras.
De
11 =55—-2x22=55—-2(7TT—=55)=3x55—-2x 77

resulta que
902 =82 x 11 =82 x (3x55—2xT7) =246 x 55 — 164 x 77

e portanto xo = 246 e yo = —164 sdo inteiros que verificam (2). Sejam x e y inteiros tais
que 55w 4+ 77y = 902. Entao

B5x 4+ 77Ty =55x0+ TTyo < 55(x — x0) = T7(yo — ) < 5(x — x0) = T(yo — y) ,

concluindo-se, porque (5,7) = 1, que 7 | 2 — 29 ¢ 5 | yo — y. Isto &, existem ¢,t € Z tais
que r =xy+ 7q ¢ y = yp — Ht. Uma vez que

5504+ TTy =902 & B5xp+55 X TXq+TTyo— 77 x5 xt=0902
< 902+5x 11 x7(g—1t) =902
= q=t,

as solugocs inteiras de (2) sdo dadas por

{w—w0+7q—246+7q ez,

Y =Yo—5g=—164 —5¢

Falta procurar as solugdes de (2) que verificam 2 > 2 e y > 2.
Sejam x = 246 + Tq e y = —164 — 5q, com ¢ € Z.

244
:c22<:)246+7q22<:>7q2—244<:>q2—7.

244

- &

Atendendo a que 244 = 34 x 7+ 6, —% = —34— g ¢ portanto, para ¢ intciro, ¢ > —
g > —34. Analogamente, sendo ¢ inteiro,

166 1
Y226 -160-50>26 < —— &< 38— - &< 30
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Conjugando as duas desigualdades obtém-se ¢ = —34 e assim, x = 246 + 7(—34) = 246 —
238 =8 ey=—164 —5(—34) = —164 + 170 = 6.

A capacidade das mesas circulares é de 8 pessoas e a das mesas rectangulares é de 6
pessoas.

Resolucao de (b) para quem nao respondeu a (a)
Resolva-se a equacao

52+ 91y — 923. (3)

Comece-se por determinar (52,91). De 91 =1 x 52439, 52=1x39+ 13 ¢ 39 =3 x 13,
por aplicagao do algoritmo de Euclides, conclui-se que (52,91) = 13.
Uma vez que 923 = 71 x 13, (52,91) | 923 e a equagao (3) tem solugoes inteiras.
De
13=52—-39=52— (91 —-52) =2x52—-091

resulta que
923 =TI x 13=T1x (2x52—-91) =142 x 52 — 71 x 91

e portanto 7y = 142 e yo = —71 sdo inteiros que verificam (3). Sejam = e y inteiros tais
que 52w 4 91y = 923. Entao

522 + 91y =520+ 91 yo < 52(x — x9) = 91(yo — y) & 4(xz — x0) = T(yo — V) ,

concluindo-se, porque (4,7) = 1, que 7 | & —xg e 4 | yo — y. Isto é, existem ¢,t € Z tais
que & = wg+ 7qg e y = yg — 4. Uma vez que

520 +91y =923 & B2ap+52xT7Txqg+91yy—91 x4 xt=923
& 923 +4x 13 xT(g—1) =923
< qg=t,

as solugdes inteiras de (3) sdo dadas por

{:c To+ T7q =142 + 7q —

y=1yo—4q=—-7T1-4q

Falta procurar as solugoes de (2) que verificam >4 e y > 3.
Sejam x = 142+ Tqge y = =71 — 4¢q, com ¢ € Z.

138
rz4e M2t Tz4e Tz 18 e g2 ——.

_ 138 _ 5 e o intel 138
Atendendo a que 138 = 19 x 7+5. —<* = —19— = e portanto, para ¢ inteiro, ¢ > —=* &

g > —19. Analogamente, sendo ¢ inteiro,

-

74 1
y23<:>—71—4q23<:>q§—I<:>q§—18—§<:>q§—19.

Conjugando as duas desigualdades obtém-se ¢ = —19 e assim, © = 142 + 7(—19) = 142 —
133=9ey=—71—4(—19) = —71 + 76 = 5.



