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1. (2 valores)
Uma vez que (¢,b) = 1, p ndo pode dividir simultaneamente a e b. H4 assim 3 casos
possiveis:

1.ptaeptd
Neste caso, porque p é primo, (a,p) = (b,p) = 1. Ainda por p ser primo,

ptaAptb=ptab= (abp) =1,
obtendo-se (ab, p) = (a,p)(b, p).

2.plaeptd
Se p | u entdo também p | ab e portanto (ab,p) =p=p x 1 = (a,p)(b, p).

3. ptaep|b
Este caso é andlogo ao anterior.

2. (3 valores)

Teorema de Buler: Dados m € Ne a € Z, se (a,m) = 1 entdo a®™ = 1 (modm).
Demonstragao: Seja {ri.7s. ..., pym)} um sistema reduzido de residuos médulo m. Uma
vez que (a,m) = 1, também {ary, ary,....arym)} é um sistema reduzido de residuos
moédulo m. Entao. cada um dos elementos de {71.72,...,7,um)} ¢ congruente médulo m a
um e um s6 elemento de {ary, ary, ..., aryumy}- Isto é, existe uma aplicagao bijectiva,
foAL2,.oe(m)} = {1.2,...,p(m)}, tal que 1; = aryp) (mod m), parai = 1,2,..., p(m).
Multiplicando membro a membro estas p(m) congruéncias obtém-se que

iy Toam) = (arpw) (ars@) - (arpeom)) (modm).

Mas, porque f é bijectiva,

(arsw) (arse) = (arseem) = a*™rparae e = e vy
e assim,
a? ™y T pn) = 71Ty Ty (mod m) . (1)
Por definicao de sistema reduzido de residuos médulo m. 1,79, ..., 7, sa0 primos com

m, o mesmo acontecendo portanto com o seu produto. Assim, de (1), conclui-se que
a?™ =1 (modm).
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3. (3 valores)
O ultimo digito de um inteiro é o resto da sua divisao inteira por 10. Claro que o ultimo
digito de 5°%%° é 5, isto ¢, 52°%° = 5 (mod 10).

Uma vez que (3,10) = (7,10) = (9,10) = 1, aplicando o Teorema de Euler conclui-se
que a#*?) = 1(mod 10), para a € {3,7,9}, ou seja, a* = 1(mod 10), para a € {3,7,9}.
Entao, para a € {3,7,9},

22005 _ (a4)501 a =1"" a(mod 10) = a (mod 10)

e 12005 4 32005 4 52005 4 72005 4 2005 = | 4 3 4 5+ 7 4 9 (mod 10) = 5 (mod 10). O dltimo
dfglto de 12005 + 32005 + 52005 + 72005 + 92005 é 5.

4. (3 valores)
Uma vez que 2, 5 e 9 sdo primos dois a dois, o Teorema chinés dos residuos garante que o

sistema
x =1 (mod?2)

x=—2(modb5) (2)
x=5(mod9)

tem solucao. sendo o conjunto das solucoes uma classe de congruéncia médulo 2x5x9 = 90.
Resolvam-se as congruéncias auxiliares 2b; = 1(mod2), b, = 1(mod5) e L by =
1 (mod9).

2b =1(mod2) & 45b; =1 (mod2) < by =1 (mod 2)

L by =1(mod5) & 18by =1 (mod5) & 3by =1 (mod5) < 6by = 2 (mod 5)

< by =2 (modb).

$ by =1(mod9) & 10b; = 1 (mod9) < by = 1 (mod 9)

Considerem-sc by =1, bp =2 ¢ by = 1.

Entao 1 x by + (—2) x Lby+5x Py =45 x 1 —2x 18 x2+5x 10x 1 =23
¢ uma solugdo de (2) ¢ (Teorema chines dos residuos) o conjunto das solugoes de (2) é
123]g0 = {23+ 90k : k € Z}. Uma vez que 23 — 90 = —67, o maior inteiro negativo que é
solucdo de (2) é —67.

5. (a) (1 valor)

Para m € N, uma raiz primitiva médulo m é um inteiro a, primo com m, e com ordem
médulo m igual a ¢(m), isto é, o menor inteiro positivo & tal que a®* = 1(modm) é
k= p(m).

(b) (3 valores)

O ntmero 17 é primo, (17,16) = 1 e 16T = 169 = 16% = (=1)%(mod 17) =
1 (mod 17), o que permite concluir que existem exactamente (10,16) = 2 classes de con-
gruéncia médulo 17 cujos elementos verificam a congruéncia dada.

Uma vez que 5 é uma raiz primitiva médulo 17, o conjunto {5,5% ... 516} é um sistema
reduzido de residuos médulo 17. Assim, porque 16 é primo com 17, existe um e um
s6 k € {1,2,...,16} tal que 5* = 16 (mod 17). De 5! = 5(mod17), 52 = 8 (mod 17),
53 = 40(mod 17) = 6 (mod17), 5* = 30(mod17) = —4(mod 17), 5° = —3(mod 17),
50 = 2(mod 17), 5" = 10(mod 17) e 5* = 50 (mod17) = —1(mod17) = 16 (mod 17),
conclui-se que k = 8.
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Se w € Z verifica a congruéncia dada entdo (1,17) = 1 e portanto existe um e um s6
i€{1,2,...,16} tal que z = 5 (mod 17). Logo,

' =16 (mod17) < 5'% =5°(mod 17)
& 5% -5 =0(mod 17)
& 5°(5"%®% - 1) =0(mod 17)
& 508 =1(mod 17),

onde, na ultima cquivaléncia, sc usou o facto de 5 ¢ 17 serem primos cntre si. Uma vez que
a ordem de 5 médulo 17 é 16 (5 é uma raiz primitiva mddulo 17),

5198 =1 (mod17) < 10i — 8 = 0(mod 16)
< 10 =8(mod 16)
& 51 =4(mod38)
& i =4(mod8).

Os inteiros que satisfazem a congruéncia i = 4 (mod 8) sao todos os inteiros pertencentes a
[4] Esta classe de congruéncia moédulo 8 é a uniao de duas classes de congruéncia moédulo
[ }16 e [4+ 8]16 = [12}16 .
Entao as solugoes de z'* = 16 (mod 17) sao as 2 classes de congruéncia médulo 17,
547 = [—4)r = [13]47 e [6],; = [6°5%); = [2 x 2];; = [4];.

17

6. (2,5 valores)
Uma vez que p* | a e p**1 | a, existe b € N, primo com p, tal que a = p*b. Entdo, porque
a fun¢do o é multiplicativa,

o(pa) =o (p"0) = o (") o(b).

Sendo p primo, os divisores positivos de p*™ sao 1, p, ..., p". p**, obtendo-se que o (p
1+p+ -+ pF+pFt Entao

) =

olpa) = (1+p+---+p"+0) olb)
_ (1 +p+--- —|—pk) o(b) + p* o (b)
= o () a(b) + ptla(b)

e

— ( +pk+1 ( @ >
p"
7. (2,5 valores)

Seja k € N verificando k > 2. Pretendem determinar-se todos os trios pitagéricos primitivos
que tém 2% como um dos elementos. Um trio pitagérico primitivo (i, y, z), em que y é par,
é da forma

r=a>—b0, y=2ab e z=a>+0b,
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onde a e b sdo inteiros positivos. primos entre si, de paridades diferentes e ¢« > b. Uma
vez que a e b sao de paridades diferentes, a®> — b? e a® + b? sdo impares. Entao terd de ser
2k = 2ab, ou seja, 281 = ab. Daqui resulta, porque (a,b) = 1 e a > b, que a = 281 e
b= 1. Observe-se que 2*~! é par porque k£ > 2. Entao

. W12 = (21@71)2 _ 12922 _
y = 2ab=2"
— 2L = (Qk—l)Q 412 =92

I

Para k € N, com k > 2, se um dos catetos de um triangulo rectangulo mede 2* unidades
entdo o outro cateto mede 2272 — 1 unidades e a hipotenusa mede 2?*~2 + 1 unidades.




