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1. (0.4 valores)
Sabendo que 3 é uma raiz primitiva médulo 19 determine, caso existam, todas as solucoes de
2'® = 18 (mod 19).

O nitmero 19 6 primo, (19,18) = 1 ¢ 185 1 = 18% = 18% = (—1)% (mod 19) = 1 (mod 19), o
que permite concluir que existem exactamente (15,18) = 3 classes de congruéncia médulo 19 cujos
elementos verificam a congruéncia dada.

Uma vez que 3 ¢ uma rafz primitiva médulo 19, o conjunto {3, 32, ..., 318} é um sistema reduzido
de residuos médulo 19. Assim, porque 18 é primo com 19, existe um e um sé k € {1,2,....18} tal
que 3* = 18 (mod 19). De 3! = 3 (mod 19), 32 = 9 (mod 19), 3* = 8 (mod 19), 3 = 24 (mod 19) =
5 (mod 19), 3° = 15 (mod 19) = —4 (mod 19), 3° = —12 (mod 19) = 7 (mod 19), 37 = 21 (mod 19) =
2 (mod19), 3% = 6 (mod 19) e 3’ = 18 (mod 19) conclui-se que k = 9.

Se x € Z verifica a congruéncia dada entao (z,19) = 1 e portanto existe um e um s6 i €
{1,2,...,18} tal que x = 3*(mod 19). Logo,

2% =18(mod19) <« 3 =3?(mod 19)
& 3% - 3Y=0(mod19)
& 37(3"7°-1) =0(mod19)

& 3% =1 (mod 19),

onde, na ultima equivaléncia, se usou o facto de 3 e 19 serem primos entre si. Uma vez que a ordem
de 3 médulo 19 é 18 (3 é uma raiz primitiva médulo 19),

3979 =1(mod19) < 15i — 9 = 0(mod 18)

< 15 =9 (mod 18)
& 5i=3(mod6)
< 1 =3(mod6).

Os inteiros que satisfazem a congruéncia i = 3 (mod 6) sao todos os inteiros pertencentes a [3]s.
Esta classe de congruéncia médulo 6 é a unido de trés classes de congruéncia médulo 18, [3]is,
[3 + 6}18 - [9]18 [§] {3 + 12]18 - [15}18 .

Entao as solugoes de 215 = 18 (mod 19) sdo as 3 classes de congruéncia médulo 19, [3%],, = [8],,,
[3%]19 = [18] 19 € [3];g = [373%],5 = [2 x 6], = [12];,.
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2. (0.6 valores)
Em cada uma das alincas scguintes diga, sem justificar, sc a afirmacao feita ¢ verdadcira ou falsa.

(a) O sistema formado pelas congruéncias x = 4 (mod 60) e x = 16 (mod 42) tem solucao e quais-
quer duas solucoes sao congruentes modulo 420.

(b) Para quaisquer inteiros a, b e m, com m positivo, a = b (modm) < (a,m) = (b,m).

(c) Para quaisquer nimeros naturais a e b, se a | b entao ¢(a b) = a p(b).

(a) A afirmacao é verdadeira.
Uma vez que (60,42) = 6 | 16 — 4, do teorema chinés dos residuos conclui-se que o sistema
tem solucao e que o conjunto das solugoes é uma classe de congruéncia médulo [60, 42] = 420.
Assim, quaisquer duas solucoes sdo congruentes médulo 420.

(b) A afirmagao é falsa.
Por exemplo, (2,3) =1 = (7,3) e 2 £ 7 (mod 3).

(c) A afirmacdo é verdadeira.
Se a =1 ou b = 1 o resultado é ébvio. Suponha-se que a > 1 e b > 1. Uma vez que a | b,
se a decomposicao candnica de a é pi'ps? ---pi*, com k € N, py,pa,....pr nimeros primos
distintos dois a dois e ay, g, ..., o, € N, entdo b = pf1p§2 - -pf’”‘c com (¢,p;) =1, f; € Ne
o < By, parai=1,2,... k.

olab) = (pzlnwlpgﬁﬁz B ‘pszﬁBkC)
= o (o) o (557 o0 (M) (o)
= (p?ﬁﬁl —p?”ﬁ“l) (pSQ% —pg”’%*l) (pi’“w’“ —pi’“w’”l) p(c)
= piipst - ppt (pf1 —p’?“l) <p§2 —pgrl) (p;f’“ —p’;f“l) o(c)
= Pyt pet g (pf1p§2 . -pi’“) p(c)
= ap(b).




