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1. (4,5 valores)

Seja P(n) a afirmacao de variavel natural n indicada no enunciado.
e A afirmacdo P(1) é verdadeira porque

1x2x3x4

1x2x3=6=
4

e Seja k € N e suponha-se que P(k) é verdadeira, isto é, suponha-se que

Bk 4+ 1)(k +2)(k+3)

Ix2x3+2x3x4+--+k(k+1)(k+2)= 1

Pretende provar-se que P(k -+ 1) ¢é verdadeira, isto é, que

(k+ D)k +2)(k+ 3)(k+4)

1x2x342x3x 44+ - +k(k+1)(k+2)+(k+1)(k+2)(k+3) = 1
Usando a hipétese de inducao obtém-se

Ix2x3+42x3x4d+---+kk+1)(k+2)+ k+1)(k+2)(k+3)=

Fk+ D(k+2)(k+3) . .
= 1 + (k+ 1) (k+2)(k+3)

= (k+D)(k+2)(k+3) <§+1>
k+ 4

Mostrou-se assim que P(1) é uma afirmacao verdadeira e que, para k € N, qualquer, se
P(k) é uma afirmacao verdadeira entdo também o é a afirmacao P(k + 1). O principio
de inducdo matemdtica permite concluir que a afirmagao P(n) ¢ verdadeira, para todo o
n € N.
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2. (4 valores)
Use-se o algoritmo de Euclides para calcular (2124, 396).

Tem-se 2124 = 5 x 396 + 144, 396 = 2 x 144 + 108, 144 =1 x 108 + 36 e 108 = 3 x 36.
Entao (2124,396) = 36 e, das igualdades anteriores, obtém-se

36 = 144 — 108

144 — (396 — 2 x 144)

3 % 144 — 396

3(2124 — 5 x 396) — 396
— 3% 21244 (—16) x 396.

Assim 72 = 6 x 2124 + (—32) x 396 e os inteiros = 6 e y = —32 satisfazem o pedido.

3. (4,5 valores)

(a)

Um nimero p € N, p > 1, diz-se um niimero primo se os seus Unicos divisores positivos
sao 1 e p.

(b)
Sejan € N, n > 1. Se n é primo nada hd a provar. Suponha-se que n é composto. Entao n
tem um divisor pertencente a {2,...,n— 1}, isto é, D ={deN:1<d<nAd|n} #0.
Pclo principio de boa ordenagao cste conjunto tem um minimo, m. Suponha-sc que m ¢
composto. Entdo cxistc ¢ € N, 1 < ¢ < m, tal que ¢ | m. Atendendo a transitividade
da relagao de divisibilidade, de ¢ | m ¢ m | n conclui-sc que ¢ | n. Por outro lado,
1 < g<m<neportanto ¢ € D, o que é absurdo porque ¢ < m e m é o minimo de D.
O absurdo resultou de se ter suposto que m é composto. Entdo m é primo. Designe-se m
por p;. Tem-se entao que

n=pmnicomn; €N, pyprimocl<ni<n.

Se ny é primo entdo n é o produto de dois primos e nada mais hé a provar. Suponha-se
que n; é composto. Repetindo o processo descrito anteriormente conclui-se que n; = pana,
com no € N, py primo e 1 < ny < ny. Entao

n = p1Pane com ng € N, p,pg primose 1 < ng <ny <n.

Repetindo este processo constréi-se uma sequéncia, estritamente decrescente, de ntimeros
naturais superiores a 1, n > ny > ng > -+ -, onde, para cada i,

N = p1P2 - - Pili, CONM P1,Pa. ..., P; Primos.

Uma vez que {z € N: 1 < x < n} ¢ finito tal scquéncia ¢ finita, isto ¢, ao fim de um
numero finito de passos, digamos k, o processo descrito anteriormente termina, ou seja, ny
¢é primo e portanto em n = p1ps - - - PNk tem-se n escrito como o produto de k + 1 niimeros
primos.
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4. (4 valores)
Seja n um inteiro positivo que é miltiplo de 30 e tem 12 divisores positivos. Seja n =

pItps? - - por a sua decomposigao canodnica. Isto é, 7 € N, py, ps, . .., p, s20 niimeros primos
distintos dois a dois e a1, g, ..., € N. Uma vez que 30 = 2 x 3 x 5, n é miiltiplo de 30

seeséser >3e2,3,5€{p...,p-}. Suponha-se que p; =2, pp =3 e p3 = 5.
O numero de divisores positivos de n é 7(n) = (ag + 1)(ag + 1) -+ (a, + 1). Uma vez
quer > 3,

T(n)=12 & (a+(aw+1)---(a, +1)=2x2x3

r=23 r=23 r=23
a; =1 a; =1 ap =2
< OéQ—l v 042—2\/ 062:1
N3 — Q3 1 063*]_

Conclui-se assim que ha trés inteiros positivos que sao muiltiplos de 30 e tém 12 divisores
positivos: 2 x 3 x 52 =150,2 x 32 x5=090¢e 22 x 3 x 5 = 60.

5. (3 valores)
Seja d = (a,m). Uma vez que d # 0 obtém-se

ab=ac(modm) < m|ab—ac
< mlalb—rc)
< JgeZ:alb—c)=qgm

a m
dgeZ:—(b—c)=q—.
® Hel:o(b-c) =g
Atendendo a que d | a e d | m conclui-se assim que
ab = ac (modm) < % | %(b —c).
a m
Por outro lado, (c_l’ E) =1, logo,
% |%(b—c)<:>—|b—(
e, portanto,
ab=ac(modm) & — |b—c

& b=c (mod%) .



