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1. (3 valores)

Uma vez que 16 = 5 (mod 11), 1682 = 582 (mod 11). Por outro lado, 11 é primo ¢
(11,5) = 1 logo, do Tcorema de Fermat, tem-se 51 =1 (mod 11), concluindo-se que

16'2 = (519" 52 (mod 11) = 1'5% (mod 11) = 25 (mod 11) = 3 (mod 11) .
De modo andlogo, porque 15 =4 (mod 11) e (4,11) = 1, obtém-se
1521 = (414 (mod 11) = 14 (mod 11) = 4 (mod 11) .

Entdo 162 — 15121 = 3 — 4(mod 11) = —1 (mod 11) = 10 (mod 11) e o resto da divisao
inteira de 16152 — 152! por 11 é 10.

2. (3,5 valores)
Observe-se que, de p = 3 (mod 4), resulta que p — 1 é par. Pelo Teorema de Wilson tem-se
que (p —1)! = —1 (mod p). isto é,

IX2x - x <p;1> X <p;1+1> XX (p—2)x(p—1) = —1(modp).

Considerem-se

a1><2><---><<p;1> (1)

b_<]%1+1>x-.-x(p_2)x(p—1). (2)

Cada um dos factores presentes em (2) é congruente médulo p com o simétrico de exacta-
mente um dos factores presentes em (1). Assim,

b (’%1“) « <‘%1+2> Ko (p—2) x (p—1)

<p;1> y <p;3> X x(p=2)x (p—1)
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Entao, de —1 = ab(modp), resulta que —1 = (—1)"T a? (modp), concluindo-se que
a®> = (—1)"= ! (modp). Uma vez que p = 3 (mod4), 1+ 1 = 2 ¢ par e. portanto,
a? =1 (mod p).

3. (4,5 valores)
Uma vez que 2, 5 e 7 sao primos dois a dois, o Teorema chinés dos residuos garante que o

sistema
x=0(mod?2)

x = —1(modb) (3)
x=5(mod7)

tem solugao. sendo o conjunto das solugoes uma classe de congruéncia médulo 2x5x7 = 70.
Resolvam-se as congruéncias auxiliares Db = 1(mod2), 2b, = 1(mod5) e Dby =
1 (mod 7).

b =1(mod2) & 350; =1 (mod2) < by =1(mod2).

Dby =1(modb) & 14by = 1 (mod 5) & —by = 1 (mod 5) < by = —1 (mod 5).

Dby =1(mod7) & 10b3 =1 (mod7) < 3by =1 (mod7) < by =5 (mod 7).

Considerem se bi=1,by=—-1eb3=>5.

Entao 0 x 2by + (—1) x 2by +5x Dby =0+ (—1) x 14 x (—1) + 5 x 10 x 5 = 264
¢ uma solugao dc (3) ¢ (Teorcma chines dos residuos) o conjunto das solugdes de (3) ¢é
[264]70 = [54]70. O menor inteiro positivo que é solugao de (3) ¢ 54.

4. (4,5 valores)

Por definigao, ¢(mn) ¢ o nimero de clementos de qualquer sistema reduzido de residuos
moédulo mn. Assim, a demonstracao é feita provando que qualquer sistema reduzido de
residuos médulo mn tem p(m)p(n) elementos.

Sejam R = {r1,72, ..., Tpm)}, S = {51,582, .. .. Spm)} € T = {t1,t2. ..., t(mn)} sistemas
reduzidos de residuos modulos m, n e mn, respectivamente.

Considere-se R x S ={(r;,s;) i =1,2,...,0(m), 7=1.2,....p(n)}. Vamos definir
uma funcao bijectiva f: T — R x S.

Seja t, € T, qualquer. De (ty, mn) = 1 resulta que (tx,m) = 1 e, porque R é um
sistema reduzido de residuos médulo m, existe um e um sé ¢ € {1,2,...,p(m)} tal que tx =
r; (modm). De modo analogo, porque (t,n) = 1, existe um e um s6 5 € {1,2,...,p(n)}
tal que ¢, = s; (modn). Defina-se f(t;,) = (14, s5).

Verifique-se que [ é injectiva. Sejam ¢, t;, € T e suponha-se que [({) = f(t3). Sejam
ie{l.2,....p(m)}eje{l.2,....p(n)} tais que f(tx) = (ri,s;) = f(tn). Atendendo a
forma como f foi definida,

ty = r; (modm)

tn, = r; (modm) ty = tp (modm) —

b~ o (modn) fy = £ (modn) =ty =ty (mod [m,n]) .
th = Sj (modn)

Uma vez que (m,n) = 1 tem-sc [m, n] = mn c t; = t, (mod mn), daqui resultando (porque
T é um sistema reduzido de residuos médulo mn) que t; = t,.
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Prove-se agora que [ é sobrejectiva. Sejam i € {1,2,...,p(m)} e j € {1,2,...,0(n)},
quaisquer. Como (m,n) = 1, o teorema chinés dos residuos garante a existéncia de x € Z
tal que x = r; (modm) e x = s; (modn). De x = r; (modm) e (r;,m) = 1 conclui-se que
(z,m) = 1. Analogamente (z,n) = 1 e, portanto, (z,mn) = 1. Entado (porque 7" é um
sistema reduzido de residuos médulo mn) existe um e um sé t;, € T tal que & = t; (mod mn).
Assim t;, = r; (modm) e t, = s; (modn), concluindo-se que f(tx) = (i, ;).

Uma vez que f é bijectiva,

o(mn) =4T =§(R x 5) = ¢(m)p(n) .

5. (4,5 valores)
Comece-se por determinar (9,21). De 21 = 2x 943 e 9 = 3x 3, por aplicagdo do algoritmo
de Euclides, conclui-se que (9,21) = 3.
Uma vez que 84 = 3 x 28, (9.21) | 84 e a equagdo 9z + 21y = 84 tem solugdes inteiras.
De 3 = —2x 9421 resulta que 84 = —56 x 9+ 28 x 21 e portanto wg = —56 e yo = 28 sdo
inteiros que verificam a equacao 9z + 21y = 84. Sejam x e y inteiros tais que 9z + 21y = 84.
Entao

92 + 21y = 9wo + 21yo < 9(w — wo) = 21(yo — y) < 3(w — wo) = T(yo — ¥) ,

concluindo-se, porque (3,7) = 1, que 7 | . — x9 € 3 | yo — y. Isto é, existem ¢,t € Z tais
que r =xg+ 7q e y = yo — 3t. Uma vez que

9r4+2ly=84 & a0 +9xT7Txqg+21lyy—21 x3xt=84
& 84+63(g—t) =84
&S g=t,

as solucgoes inteiras de 9x + 21y = 84 sao dadas por

{m—56+7q

y—28—3g qE L.




