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1. (3 valores)

Considere-se o conjunto S = {b —ax : v € Z}. Se x € Z é tal que = < b?Tl entdo, porque
a>0,b—axr>1. Assim, SNN =# @ e, pelo principio de boa ordenacao. tem um minimo.
Seja r o elemento de S definido por

[ min (SNN)se0¢S
"T10se0es

Isto é. 7 ¢ o minimo de S N Ny. Como r € S, cxiste ¢ € Z tal que r = b — ag ¢ portanto
b=aq+r, comqé€Z.

Por construgao, r > 0. Falta apenas provar que r < a. Suponha-se que r > a. Entao
r—a € Ny. Por outro lado, r—a=b—aq—a=>b—a(q+ 1), concluindo-se que r —a € S,
porque ¢+ 1 € Z.

Tem-se assim que r—a € SNNg e r—a < r (porque @ > 0), o que entra em contradi¢ao
com o facto de r ser o minimo de S NNy. Essa contradicao resultou de termos suposto que
r>q. Entaor < a.

2. (2,5 valores)
Sem =1 ou k =1 o resultado é 6bvio. Suponha-se que m > 1e k > 1. Uma vez que
(. k) = 1, nas factorizacoes candnicas de m e k nao hd primos em comum, isto é,

a7, a2

m = py Dy ...p?‘T c k:qflquqsg“’

comr,s € N.p1,pa, ..., Pr. 41, ¢2, - - -, gs NUMeros primos distintos dois adois e aq, g, . . ., @,

81,082, ..., 3s € N. Assim, em

a1, oo ar B

mk = pPps? - peratay® - g

temos mk escrito como produto de poténcias de primos distintos dois a dois. Uma vez que

mk é um quadrado perfeito os expoentes wq, wa. ..., . O1, 52, ..., 3, 880 numeros pares.
Entao %, %, ..., %, %, %, ce ’% sdo nimeros naturais, resultando que
Q4 g ar SR} 5
PPyt P s G G s> €N

e, portanto,
g os a2 - A
m = (pf Dy’ ---pr") e k= <q1‘ a0’ ---qs">

sao quadrados perfeitos.
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3. (2 valores)
Uma vez que 13 é primo e (6,13) = 1, aplicando o Teorema de Fermat, obtém-se que
6'2 = 1 (mod 13). Além disso, 194 = 16 x 12 + 2 e, assim,
6% = (6'2)'°6% = 16 (mod 13) = 36 (mod 13) = 10 (mod 13) .
Por outro lado, aplicando o Teorema de Wilson, obtém-se que 12! = (13 — 1)! =
—1(mod 13), ou seja, 12 x 11! = —1 (mod 13), o que é equivalente a 11! =1 (mod 13).

Entao
6% — 11! =10 — 1 (mod 13) = 9 (mod 13)

e o resto da divisdo inteira de 6! — 11! por 13 é 9.

4. (2,5 valores)
Uma vez que (a.b) = 1, do Teorema de Euler conclui-se que a?®) = 1(modb). Por outro
lado, ¢(a) é um ndmero natural, logo b¥¥ = 0(mod b). Entdo

a?® 4+ 7@ =14 0(modb) = 1(mod ). (1)
De modo andlogo (trocando os papdéis de a ¢ b), obtém-sc que
a¥® + @ = 1(moda). (2)

De (1) e (2) resulta que a®® + 5¥(@ = 1(mod [a,b]). Uma vez que (a,b) = 1, tem-se
[a, b] = ab e, portanto, a?® + @ = 1(mod ab).

5. (3,5 valores)

O ndmero 7 é primo, (7,4) = 1 e AT = 43 = 43 = 2 x 4(mod7) = 1(mod7), o que
permite concluir que existem exactamente (8,6) = 2 classes de congruéncia médulo 7 cujos
elementos verificam a congruéncia dada.

Uma vez que 3 é uma raiz primitiva médulo 7, o conjunto {3,3%,...,3%} é um sistema
reduzido de residuos moédulo 7. Assim, porque 4 é primo com 7, existe um e um sé
ke{l1,2,....6} talque 3* =4 (mod7). De 3! =3 (mod7), 32 =2(mod7), 3% =6(mod7),
31 =18(mod 7) = 4 (mod 7), conclui-se que k = 4.

Se @ € Z verifica a congruéncia dada entdo (., 7) = 1 e portanto existe um e um s6
i €{1,2,...,6} tal que x = 3" (mod 7). Logo,

* =4(mod7) & 3% =3*(mod7)
& 3% -3 =0(mod7)
& 3 (3% 1 —1) =0(mod7)
& 3% % =1(mod7),
onde, na ultima equivaléncia, se usou o facto de 3 e 7 serem primos entre si. Uma vez que
a ordem de 3 médulo 7 é 6 (3 é uma raiz primitiva médulo 7),
3% 4 =1(mod7) < 8i—4=0(mod6)
& 8i=4(mod6)
& 4i=2(mod3)
& i =2(mod3).



TEORIA DOS NUMEROS (2005/2006) 3

Os inteiros que satisfazem a congruéncia ¢ = 2 (mod 3) sao todos os inteiros pertencentes a
2]3. Esta classe de congruéncia médulo 3 é a uniao de duas classes de congruéncia médulo
6, [2]6 € [2+ 3|6 = [O]6 -

Entao as solugdes de % = 4 (mod 7) sdo as 2 classes de congruéncia médulo 7, [3%]. =
[2]; e [3°]; = [3* x 3], = [4 x 3], = [5];.

6. (3 valores)
Designe-se por n um qualquer niimero natural nas condicoes do enunciado, isto é, tal que
100 | m, T(n) = 18 e ¢(n) = 480. Seja n = p{*ps?---po a sua decomposicao candnica.
Isto é. 7 € N, py,po,...,p, sd0 nimeros primos distintos dois a dois ¢ oy, v, ..., € N.
Uma vez que 100 = 2% x 52, n é miiltiplo de 100 sc ¢ sé sc r > 2, 2,5 € {p1,...,p,} ¢
os cxpocntes de 2 ¢ 5 na factorizacao canénica de n sdo supcriores a 1. Suponha-sc que
pr=2cpy=>5. Entdoay > 2c ay > 2.

O numero de divisores positivos de n é 7(n) = (aq + 1)(az +1)---(a, + 1). Como
ar+1>3eas+12>3,

Tn)=18 < (v +1)(aa+1) (v, +1)=18

—9 r=2 T:31 5
= v+1=3 V ar+1=6 V 2111:3
(YQ+1:6 (YQ+1: 2 -
Oé3+1:2
r =2 r =2 [r=
Oé1:2
= ap=2 V ar =5V o — 9
= =2 2=
(0%} 5 Qg 063:1

H4 assim 3 hipéteses: n = 225°, n = 2552 ou n = 225%p5, com p3 um ndmero primo,
distinto de 2 e 5.

Uma vez que ¢(225%) = (22—2)(5°—5%) = 2x54x 4 > 480 e ((25%) = (25—24)(52—5) —
16 x 20 = 320 # 480, s6 resta a terceira hipdtese.

p(225%ps) = 480 < (22 — 2)(5% — 5)(ps — 1) = 480 <= 40(p3 — 1) = 480 < py = 13.

Uma vez que 13 é primo pode, de facto, escolher-sc p3 = 13. Assim, hd um tnico niimero
nas condicocs do cnunciado, n = 225213 = 1300.

7. (3,5 valores)
Uma vez que (12, 16) = 4 é um divisor de 96, a cquagao tem solugoces inteiras. De4 = 16—12
resulta que

96 =24 x4 =12 x (—24) + 16 x 24

e portanto wg = —24 e yo = 24 sdo inteiros que verificam a equacado 12+ 16y = 96. Sejam
& e y inteiros tais que 124 + 16y = 96. Entao

122+ 16y =12x0+ 16y < 12(x — x0) = 16(yo — v) < 3(x — x0) = 4(yo — y) ,
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concluindo-se, porque (3,4) =1, que 4 | & — wg e 3 | yo — y. Isto é, existem ¢, t € Z tais
que x =z +4qg e y = yg — 3t. Uma vez que

1204+16y=96 & 12x0+12Xx4x g+ 16yy— 16 x 3 xt =96

< 96 +48(qg—1t) =96
&S qg=1t,

as solugoes inteiras de 12 x + 16y = 96 sao dadas por

qeE”L.

)

r=x0+4q=—-24+4q
Yy=1yo—3q=24—3q




