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1. (2,5 valores)
Uma vez que (a,b) = 1, existem inteiros = e y tais que 1 = ax + by. Multiplicando ambos
os membros desta igualdade por ¢ obtém-se

c=caz + cby. (1)

Por outro lado, a ¢ b sdo divisorcs de ¢, isto ¢, existem r, s € Z tais que ¢ = ar ¢ ¢ = bs.
Substituindo ¢ por bs na primeira parccla do scgundo membro de (1) ¢ por ar na segunda
parccla da mesma soma obtém-se ¢ = bsax + arby = ab(sz + ry). Desta igualdade. porque
sz + ry é um inteiro, conclui-se que ab | c.

2. (3 valores)

Suponha-se que a | b e prove-se que a; < f;, parai=1,2,...,k. Unavezquea|beae
b sdo positivos, existe ¢ € N tal que b = aq. Além disso, de ¢ | b conclui-se que qualquer
nuimero primo que divida ¢ é também um divisor de b. Assim, ¢ pode ser escrito na forma
q=p'py’ - -pF. com 1. Y. ..., € No. Entao.

3 y , )
b=aq < PPt = (8t i) (p1pF - pt)
16 o o At
= p?lp; pgk :p11+71p22+’Y2...pkk+,k (2)
Como os nimeros primos py, pa, . - -, P, sdo distintos dois a dois, de (2) resulta que, para

i=1,2,... .k
,[))i:0<:>05i+%:0.

Eliminando em (2) as poténcias de expoente zero e aplicando o Teorema Fundamental da
Aritmética obtém-se que, parai=1,2,... k tal que 3; # 0. 3; = a; + ;.

Assim, o; +v; = 0, parai = 1,2,... k. concluindo-se, porque v; € Ny, que «; < i,
parai=1,2,...,k.

Suponha-se agora que «o; < f3;, para ¢ = 1,2,...,k e prove-se que a | b. Para i =
1,2,...,k, e uma vez que a;, B; € Ny com o; < ;. a diferenca 3; — a; é também um natural
ou zero. Assim ¢ = pfhalpé}r“z . -pf’ra’“ ¢ um numero natural. De

‘1 Y . —a —« Br—a
ac = (w5 o) (P00 mg o) =il =0,

conclui-se que a | b.
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3. (2,5 valores)

Uma vez que (7,10) = (13,10) = 1 e p(10) = ¢(2)p(5) = 4, aplicando o Teorema de
Euler, obtém-se que 7 = 1(mod 10) e 13* = 1(mod 10). Assim, para qualquer natural
n, 78n (7*)?" = 1" (mod 10) = 1 (mod 10) e 13*" = (13*)" = 1" (mod 10) = 1 (mod 10),
obtendo-se que 2(7%"41)13'" = 2x (1+1) x 1 (mod 10) = 4 (mod 10). Entao, para qualquer
nimero natural n, o tltimo digito de 2(75" + 1)13%" ¢ 4.

4. (2,5 valores)
Atendendo a que (12,27) = 3 ¢ 3 | 21 existem exactamente 3 classes de congruéneia médulo
21 cujos clementos verificam a congruéncia dada. De

12 2 =21 (mod27) & 42 =7 (mod9)

e,umavez que 7 =7Tx1=7Tx(4,9) =7x (9—2x4)=7x9—14 x 4, conclui-se que
—14 é uma solugao de 4 x = 7(mod9). Entao

122 =21(mod27) < 42=7(mod9)

r=—14(mod9)

=4 (mod9)

r=4(mod27)Vz =13(mod27) Ve =

t ¢

(mod 27) .

5. (3,5 valores)
Uma vez que 3, 5 e 8 sao primos dois a dois, o Teorema chinés dos residuos garante que o

sistcma
(mod 3)

(mod 5) (3)
2 (mod 8)

tem solugdo, sendo o conjunto das solucoes uma classe de congruéncia médulo 3 x 5 x
8 = 120. Resolvam-se as congruéncias auxiliares £22b; = 1(mod3), £%by = 1 (mod5) e
20hy =1 (mod ).

20h =1 (mod 3) < 40b; = 1 (mod 3) < by =1 (mod 3).
205, =1 (mod5) < 24b, =1 (mod5) & —by =1 (mod5) < by = —1(mod5).

20 b3 =1 (mod8) < 1503 = 1 (mod 8) <:> —b3 = 1(mod 8) < b3 = —1 (mod 8).

Considerem-se by = 1, by = —1 e b3 =

Entao 1 x 220, —|—4>< 20hy +2 % 120(;3—4()—i—4><24><( 1)+2x15x (=1) = —86
é uma solucao de (3) e (Teorema chinés dos residuos) o conjunto das solucoes de (3) é
[—86]120. Assim, os inteiros entre -100 e 200 que sao solugoes de (3) sao -86, -86-+120=34
e 34+120=154.

& & &
||| 1
P

6. (2,5 valores)
Para n natural, p(n) é o nimero de niimeros naturais que sao inferiores ou iguais a n e
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primos com n. Entdo ¢(n) é um nimero natural inferior ou igual a n e portanto é um dos
factores de
nl=nxn-—1)x---x2x1,

donde resulta que p(n) | nl.

7. (3,5 valores)
Dcsignem-sc por 7. y ¢ z as medidas dos lados de um triangulo rectangulo nas condigocs do
cnunciado, sendo x ¢ y as medidas dos catctos ¢ z a medida da hipotenusa. Entao (x,y, 2)
é um trio pitagérico primitivo e portanto x é par ou y é par. Suponha-se que y é par.
Entao x = 15 e existem a,b € N primos entre si e de paridades distintas, tais que a > b,
22 _ 2 2
r=a"—b", y=2abe z=a" +b°.
De 15 = a®>—b* = (a—b)(a+b) obtém-se, porque a—b e a+b sdo positivos e a—b < a+b,

a—b=1 v a—b=3 - a=1+b y a=3+b
a+b=15 a+b=5 1+2b=15 3+2b=5
a=28 a=14
{b? V{ b—1
Obscrve-se que a ¢ b nestas condigoes sao de facto de paridades diferentes ¢ (a,b) = 1.

Entdo ha dois triangulos rectangulos satisfazendo as condigoes do ecnunciado, que sdao os
triangulos cujas medidas dos lados sao

Yy=2x8xT7=112 Vv y=2x4x1=28
2 =8 +T*=113 =42 +12=17




