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1. Considere o conjunto B = {{nk; n € N}; k € N} de partes de N.

(a) Mostre que a intersecgio de dois elementos de B ainda pertence a B. Conclua que
B é base de uma topologia T em N.
Para cada k € N, seja By = {nk; n € N}.
Dados By, B; € B, m € By N B; se e s6 se existem n,n’ € N tais que m = nk = n'j,
isto é, se m é simultaneamente multiplo de k e j; ou seja, m € By N B; se e s0 se
m é multiplo do minimo miltiplo comum de k e j. Portanto By N Bj = Bynek.j)
ainda pertence a ‘B.

Para provar que B é uma base, usamos um critério provado na aula tedrica:

e N= | J B, pois N = By;
BeB
® se Bk,Bj cBexe BN Bj, entdao x € Bmmc(k,j) = By ﬁBj.

(b) Seja A o conjunto dos niimeros pares. Calcule int(A4), A e A’ em (N, 7).
Se A é o conjunto dos ntimeros pares, entio A = By € B C 7. Ou seja, int(A) = A.
Verifiquemos agora que A = A’ = N. Qualquer que sejan € N;sen € U € 7,
também 2n € U. Como 2n € A, temos que UN A # 0 e entdo n € A. Este

argumento permite-nos ainda concluir que n € A’ pois
VU eV,) 2ne UnN(A\ {n}).

(c) Prove que N\ {1}, com a topologia de subespaco, ndo é um espago compacto.

Seja P o conjunto dos niimeros primos (diferentes de 1). Entdo N\ {1} = U Bpe
pEP
esta cobertura aberta nao tem subcobertura finita. De facto, se J é um subconjunto
finito de P e ¢ € P\ J, entdo ¢ ¢ U B, pois, qualquer que seja p € J, ¢ ndo é
peJ
multiplo de p (por definicdo de ndmero primo).

2. Considere em R a topologia de Sorgenfrey, isto é, a topologia T gerada pela base

B ={]a,b]; a,b € R, a < b}.
11

(a) Verifique se {] — =, +[; n € N} é um sistema fundamental de vizinhancas de 0.
1

Embora, para todoon € N, | — %, [ seja uma vizinhanga de 0, hé vizinhangas
de 0, como, por exemplo, | — 1,0] que ndo contém nenhuma desta forma. Logo

{]-1,1[; n € N} néo é um sistema fundamental de vizinhangas de 0.

(b) Verifique se a funcdo f : (R,T) — (R,T) definida por f(z) = x? é continua.
A funcdo f ndo é continua. De facto, se considerarmos, por exemplo, o aberto |0, 1],
a sua imagem inversa por f é [~1,0[U]0, 1], que néo é aberto, pois —1 ndo pertence

ao seu interior.



(c) Defina espago conexo. Verifique se [0, 1] é um subespaco conexo de (R, T).
Um espago topolégico X diz-se conéxo se, sempre que X = AUB, com A e B abertos
disjuntos, entdo A = @ ou B = {:
Como [0,1] = [0, 1]U}}, 1], onde cada um dos conjuntos ¢ aberto em [0, 1] (uma vez

que [0,3] =] — 1,3] N [0,1]), concluimos que o espago néo é conexo.

3. (a) Defina sucessdo de Cauchy num espaco métrico e defina espago métrico completo.
Seja (X, d) um espaco métrico. Uma sucesséo (Zn)nen em X diz-se uma sucessdo de

Cauchy se
Ve>0 dpeN : VYmneNm>pen>p = d(zn,zn) <&

O espago X diz-se completo se toda a sucessdo de Cauchy em X convergir.

(b) Relativamente a propriedades de espagos métricos, uma das seguintes implicagdes é
falsa:

completo = compacto = completo .

Indique-a e apresente um exemplo para o qual essa implicacdo falhe.

Todo o espago compacto é completo mas o reciproco nao se verifica. Um exemplo

cléssico desta situacdo é a recta euclidiana, que é completa mas nio é compacta.

(c) Mostre que, se X é um espago métrico para o qual existe € > 0 tal que, para todo o
z € X, a bola fechada B.[x] é compacta, entdo o espago X é completo.
Sejam X e ¢ nas condigbes do enunciado e seja (Tn)nen uma sucessdao de Cauchy
em X. Por definigdo de sucessdo de Cauchy, existe pﬂe N tal que, se m,n € N com
m,n 2> p, entdo d(cm,z,) < €. Em particular, se m > p, entdo z,, € Bs(zp) C
Be[zp]. Como a subsucessfio (Tmin)nen de (:t;JneN é de Cauchy e 86 toma valores
em Be[zp], que é completa, a sucessdo (Tm4n)neN converge em Be[z,] para algum z.

Logo também (z,,) converge para z (em X).

4. Seja || - || & norma do supremo no espacgo vectorial C'[0,1] das fungdes f : [0,1] — R

continuas e com derivada continua.

(a) Mostre que
£l = sup (If(x)] + |f'()))
[0,1]

zE
define uma norma no mesmo espago.

@) ifli=0 & _5up (If@I+1f @) =0 & Vz € [0,1] f(z)=0.

,1

(2) Se AeR, [AflL= ZZI[:)PI](I)\f(w)I +IAf @) = Ml

(3)
If+ gl = sup (If(x) + g(@)| + | f'(z) + ¢'(z)])
< sup (If(@)] + lg(@)] + 1 ()] + ¢ (2)])
z€[0,1}
< sup (If@))+ 1 @))) + sup (Ig(=)] +1g'@)]) = I fllx + llgll1-
z€[0,1] z€l0,1}



(b)

(©)

(d)

(e)

()

Mostre que o operador linear identidade T : (€0,1],] - [l1) — (€0,1}, ]l - |I) €
limitado. Calcule a sua norma.
Para todo o f € @10, 1],
IO =1l = Slltplllf(x)l < sup (If@)]+|f @)) = I flh
z€[o,

z€[0,1]

(uma vez que [f'(z)| > 0). Logo o operador linear T' ¢ limitado e a sua norma ¢
menor ou igual a 1. Para verificar que ||T|| = 1, basta considerar, por exemplo,
a fungio constante f : [0,1] — R com f(z) = 1. Como |T(f)ll =1 e | flli = 1,
podemos concluir que ||T'}| > 1. Portanto ||T|| = 1.

Pode concluir que T' é uma fungio uniformemente continua? Justifique a sua res-
posta.

Todo o operador linear limitado é uma func¢io uniformemente continua. Neste caso

particular tem-se
Ve>0 B=e>0 : VigeCo,1] If—glli<e = |If-gl <e.

Dé um exemplo de uma sucessao em (‘31[0, 1] que convirja para a fungéo nula relati-
vamente 3 norma do supremo e que nio convirja relativamente & norma || - [|1.
A sucessio de fungdes (fn : [0,1] — R)pen com fr(z) = L sin(nz) converge, relati-

vamente & norma do supremo, para a funcdo nula, uma vez que

1 1
[ fall = sup |=sin(nz)| < —,
" zelo,1] P n

mas ndo converge para a fungio nula relativamente & norma || - ||1, pois
1., ,
Ifalll = sup (|=sin(nz)|+ |fp()])
zelo,1}] T

= sup (ll sin(nz) + | cos(nz)|)
z€fo,1] T

>  sup (|cos(nz)]) =1.
z€[0,1]

Por outro lado, (f,) ndo pode convergir, relativamente a esta norma, para outra
fung@o, pois se fr — f em (€0, 1], ] - l1), também f, — f em (€'[0,1], |- ||) porque

T é continua.

Pode concluir da alinea anterior que a funcfio identidade Ty : (CH0,1],|| - |) —
(CL[0,1], - |l1) ndo é continua. Justifique esta afirmacao.
Se T fosse continua, de f, — 0 em (€[0,1],]| - ||) poderiamos concluir que f, — 0

em (C1[0,1],] - [l1), o que é falso.

Finalmente, podemos concluir que o espaco vectorial €1[0, 1] ndo tem dimensao finita.
Porqué?

Acabdmos de verificar que as normas ||-|| e ||-||1 néo séo equivalentes. Como provamos
na aula tedrica que quaisquer duas normas num espaco vectorial de dimensao finita

sao equivalentes, podemos concluir que €[0,1] tem dimensao infinita.
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