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1. Considere os conjuntos X = {a,b,¢,d,e} e 8 = {{a}, {a,b,c}, {c,d}}.

(a)

Determine a topologia gerada por § em X.

Os elementos da topologia T gerada por 8 sdo todas as reunides de intersecces (finitas)

de elementos de 8; ou seja,
T ={0,{a},{c},{a,c},{c,d},{a,b,c},{a,c,d},{a,b,c, d},{a,b,c,d,e}}.

Determine o interior, o fecho e o conjunto derivado de C = {a, b}.
O interior de C' é o maior aberto contido em C; logo int(C) = {a}.

O fecho de C é o menor fechado que contém C. Como o conjunto dos fechados é

{m’ {e}’ {b7 e}’ {d, e}7 {a’ b’ e}’ {b7 d’ e}’ {a’ b’ d7 e}’ {b7 c’ d’ e}’ {a7 b’ c? d’ e}}’
C = {a,b,e}.
Finalmente, calculemos C’'. Sabemos que
C\C CC' CC;istoé, {e} CC' C{a,b,e}.

Resta entdo verificar se a e b sdo pontos de acumulacdo de C. Como {a} é aberto, {a} é
vizinhanga de a e entdo {a} N (C \ {a}) = {a} N {b} = 0, logo a & C'. Mas b € C' pois,
qualquer que seja a vizinhanga V de b, V 2 {a,b,c}, logo VN (C \ {b}) = {a} #0.

2. Considere em R a topologia

(a)

(b)

T={ACR; A=0ou A é um intervalo aberto ao qual 1 pertence}.

Verifique se a funcao f : (R,T) — (R, T), com f(z) = z? é continua.
A funcio f nao é continua pois, por exemplo, A =]0,2[ é um aberto de (R, T) mas f~1(4) =

] — v/2,0[U]0, V2] néo é aberto porque, embora 1 lhe pertenga, nio é um intervalo aberto.

Verifique se este espaco é conexo.
O espago é conexo pois, se A e B sdo abertos nao vazios, entdo 1 € AN B, logo ndo existem

dois abertos disjuntos nao vazios.

Verifique se a sucessao (%)neN é convergente. Em caso afirmativo, diga para que pontos
esta sucessdo converge.

A sucessdo (’qli)neN converge para todo o niimero real menor ou igual a 0. De facto, se
z<0eV €V, entdo V contém um intervalo aberto que contém z e 1, logo [0,1] C V.
Conclui-se imediatamente que os termos da sucessio pertencem (todos) a V e entdo a
sucessdo converge trivialmente para z. Por outro lado, se £ > 0, existe k € N tal que
% < z. Considerando a vizinhanca V =]%,a: + 1[ de z, temos que, para todo o p € N,

existe n = max{p, k} > p tal que ;1; ¢V porque % < 1. Logo (1) néo converge para z.



(d) Mostre que [—2,2] \ {0}, com a topologia de subespago, é compacto.

Se [-2,2] \ {0} C UAi, com A; € T para todo o i € I, entdo existem ig,4; € I tais
iel

que —2 € A;, e 2 € A;,. Logo, [-2,1] C A;, e [1,2] C A;,, donde se conclui que

[_27 2] \ {0} - Aio U A;;.

3. Sejam (X, d;) e (Y,d2) espagos métricos ndo vazios. Considere em X X Y a métrica

(a)

d: (X xY)x (X xY) — R
((z1,91), (2, 92)) = di(z1,72) +da(y1,92)

Prove que px : (X x Y,d) — (X,d;) é uma aplicagdo uniformemente continua.

A funcio é uniformemente continua porque, para cada € > 0, existe 6 = € > 0 tal que, se
(x1,11), (T2,92) € X x Y, de d((z1,91), (%2,92)) = di(z1,22) + d2(y1,2) < € conclui-se
que di (px (1,91), Px (T2, 92)) = di(z1,32) < d((21,31), (22,%2)) <e.

Mostre que uma sucessdo ((Zn,Yn))nen em X x Y converge para (z,y) se e s6 se (Z,)neN
converge para = em (X, d;) € (Yn)nen converge para y em (Y, dz).

Suponhamos que (Zn,¥yn) = (z,y) em X x Y. Porque px e py sdo fungdes continuas (a
demonstragio de que py é uniformemente continua é andloga & feita para px na alinea
anterior), px(Zn,Yn) = Tn = px(2,Y) = T € Py (ZTn,Yn) = yn = py(z,y) =y.
Reciprocamente, se z, — = em X e y, — y em Y, entdo, para cada € > 0, existe p; € N tal
que, se n > py, entdo dy (s, z) < § e existe po € N tal que, se n > p2, da(yn,y) < 5. Logo,
se p = max{p1,p2} € n > p, temos d((Zn, Yn), (z,¥)) = di(Tn, %) + do(yn,¥) < £+ § =¢.

Prove que o espaco métrico (X x Y, d) é completo se e s6 se (X,d1) e (Y,ds) sdo espacos
completos.

Suponhamos em primeiro lugar que (X x Y,d) é um espaco métrico completo. Seja
(zn) uma sucessio de Cauchy em X. Fixemos y € Y (que existe porque por hipétese
Y # 0). A sucessdo ((Zn,y))nen é uma sucessdo de Cauchy em X x Y, uma vez que
d((Zn,9), (Zm,y)) = d1(Tn,Zm), logo converge em X x Y. Seja (z',y') o seu limite.
Porque px é continua, concluimos que z, — z' e entdio é uma sucessio convergente,
como queriamos provar. Prova-se de forma andloga que Y é completo.

Suponhamos agora que (X, d;) e (Y, ds) sdo espagos completos. Seja ((Zn,Yn))nen uma
sucessdo de Cauchy em X X Y. Porque px e py sdo fungdes uniformemente continuas,
(z5,) e (yn) sdo sucessdes de Cauchy em X e Y, respectivamente. Logo (z,) e (yn) sdo

sucessOes convergentes. Sejam z e y os respectivos limites. Pela alinea anterior concluimos

que (Tn,Yn) — (z,y).
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