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1. Introducao

No ambito da disciplina do projeto educacional 2 foi nos pedido a elaboragdo de um
projeto totalmente pratico, que abordasse em grande parte os conteudos ja estudados no
projeto educacional 1, e que estivesse relacionado com o ensino atual da matematica.

Sendo assim, para que o projeto resulte da melhor forma, serd feito um estudo do
programa de matematica, para localizar, contextualizar e perceber quais os conteudos
abordados no ensino, que estejam relacionados com os nimeros complexos. Seguidamente,
proceder-se-a a elaboracao de atividades que ajudem ndo sé o docente a expor a matéria, mas
também a que o aluno consiga apreender os conteiudos de uma forma motivadora e
auténoma.
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O trabalho esta dividido em duas partes, enquadramento tedrico e aplicagdo pratica. Na
primeira parte sera analisado o programa de matemadtica de forma a localizar os numeros
complexos no ensino, bem como os seus objetivos e indicacdes metodoldgicas. Sera abordada
também a questdo da importancia das tecnologias na lecionacdo deste tema.

Na segunda parte, sera apresentado o estudo pratico, onde constarao atividades, recursos
para a lecionagdo dos conteudos, problemas, desafios e curiosidades. Alguns destes tdpicos
foram aplicados em contexto de sala de aula, e por isso, também aparecem os resultados
obtidos, bem como analise da eficacia das mesmas.



2.1 Os Numeros Complexos no ensino

Ao analisarmos detalhadamente o programa de matematica é possivel constatar que o
tema numeros complexos esta um pouco de parte, pois a descricao deste é inexistente quando
comparado com os outros temas.

Os numeros complexos sdo abordados no 12%no e estdo inseridos no Tema Il —
Trigonometria e Numeros Complexos. Este tem a duracdo de 24 aulas de 90 minutos, sendo
que, destas sé aproximadamente 12 estdo destinadas a leciona¢do dos nimeros complexos.

Observando o programa é possivel visualizar que o estudo dos nimeros complexos
estd divido em dois grandes patamares: a definicdo algébrica e a representagcao
trigonométrica, sendo dada mais enfase a este ultimo.

Na primeira fase os numeros complexos sdo introduzidos utilizando a abordagem
histérica, focando a sua necessidade na resolubilidade de problemas, 8 semelhanc¢a do que ja
tinha acontecido com os nimeros negativos e fracionarios.

Embora o programa indique que se devam realizar algumas operagcdes com o0s
numeros complexos na forma algébrica, este incide de forma mais intensa no calculo de
operacdes na forma trigonométrica. O programa ndo especifica as operacdes, no entanto,
analisando alguns manuais é possivel constatar que as operacdes: adicdo, subtracdo e
multiplicacdo sdo estudadas em ambas as formas de representacdo (algébrica e
trigonométrica) ja a operacdo divisdo so é abordada na forma algébrica.

A interpretacdo geométrica das operacdes também é exigida no programa. Esta serd
muito importante na resolucdo e interpretacdo dos dominios planos e condi¢cdes na variavel
complexa. O recurso a programas de geometria dindmica poderd ser um meio motivador para
a realizacdo das interpretacgdes.

Desenvolvimento/Indicacées Metodologicas

2.2 Os Numeros Complexos e as Tecnologias

Ao longo dos anos tém-se vindo a descobrir que o papel das tecnologias na exploragdo
de varios conceitos matematicos tem ultrapassado as capacidades da maquina de calcular. O
mesmo se pode dizer, quando se fala no estudo dos nimeros complexos. Os programas de
geometria dindmica, como o Geogebra e o Cinderella, oferecem condicGes de trabalho
fascinantes. Para além de serem ferramentas motivadoras, estas sdo exatas, rdpidas e de facil
percecdo. No caso do estudo dos nimeros complexos, nomeadamente, nas operagdes, a
utilizacdo de aplica¢Ges interativas é essencial, pois em poucos minutos de exploragdo, o aluno
podera atingir niveis de compreensado que nunca alcangaria sem as mesmas.



2. Aplicagao Pratica

Tendo em conta os objetivos do trabalho e o desenvolvimento / indicagdes metodoldgicas

do tema Numeros Complexos, a aplicacdo pratica serd conseguida através da realizacdo de

aplicacbes interativas, problemas/questdes que envolvam a exploracdo dos numeros

complexos.

Construcdo usando a tecnologia

A construgdo destas atividades foi dividida em trés partes distintas:

e Parte 1 — Numeros Complexos (Pagina de Internet repleta de recursos);

e Parte 2 — Centro de Triangulos (Problemas envolvendo a determinagao de centros

de triangulos);

e Parte 3 - Problemas do tipo Olimpiadas de Matemdtica.

Parte 1 - Numeros Complexos

(Pagina com recursos uteis na aprendizagem dos numeros complexos)

A primeira parte da aplicacdo pratica remete-nos para uma pagina de internet-

Niumeros Complexos®, figural, que envolve varios materiais e recursos Uteis na aprendizagem

dos nimeros complexos.

Esta tem como objetivo chegar a toda a comunidade educativa, tanto ao nivel dos

professores como dos alunos. Os materiais presentes na pdgina estdo agrupados consoante o

seu género:

Apliguetas — Operacdes: Aplicagées interativas para exploragdo de operagbes

envolvendo numeros complexos. As aplicagdes apresentadas foram construidas
utilizando a ferramenta Geogebra e tém como principal objetivo
visualizar/analisar operacdes, utilizando apenas a representacdo geométrica.

Problemas — Construcdes: Aplicagdes interativas para exploragdo de operagbes

envolvendo numeros complexos. As aplicacbes apresentadas foram construidas
utilizando a ferramenta Geogebra e tém como principal objetivo
visualizar/analisar operacges, utilizando apenas a representa¢do geométrica.

Multipla Escolha: Questdes de mdultipla escola envolvendo os numeros

complexos. Estas foram construidas utilizando a ferramenta Hot Potatoes e
tém como objetivo promover autoavaliacdo dos conhecimentos adquiridos até
ao momento.

! http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEll/Pagina.html



e Qutros: Curiosidades sobre os Numeros Complexos. Links para aceder a
materiais ja disponiveis na internet.

Ao clicar nos icones, o utilizador terd acesso a uma breve explicacdo sobre a categoria.
No tdpico seguinte serd apresentada uma atividade, desenvolvida em sala de aula, que exibird
de uma forma breve os recursos presentes na pagina Numeros Complexos.

Problemas - Construcdes

Figura 1- Layout da pagina Numeros Complexos.

Atividade 1: Aplicagdes envolvendo operagdes com nimeros complexos

A atividade 1 encontra-se em anexo, no entanto, para perceber um pouco o funcionamento das
aplicagOes, sera apresentada uma breve explicacdo das mesmas. Seguidamente, serdo apresentados os
resultados/anélise da atividade.

A atividade estd dividida em 3 partes:
Atividade 1.1 — Exploragdo do icone Apliquetas-Operacgdes;
Atividade 1.2 — Exploragdo do icone Problemas- construgdes;

Atividade 1.3 — Exploragao do icone questdes de Multipla Escolha.



Atividade 1.1

Execucdo da atividade

O aluno ao pressionar o icone “Apliquetas e Operagbes” vai encontrar aplicagdes interativas,
envolvendo a representagdo geométrica de algumas operagdes abordadas nas aulas tedricas.

Para cada uma das aplicagdes, o aluno deve realizar o registo das caracteristicas encontradas,
ou seja, destacar as relagGes entre os complexos iniciais e os obtidos apds a realizagdo das operagdes.

Breve apresentacdo das aplicacdes

Atividade 1.1.1 (Conjugado de um nimero complexo)

Passos a realizar:

Pressionar o icone Aplicagdo 1;
Reposicionar o complexo Z da foram que se desejar;
Selecionar o marcador Z ;

e Visualizar/registar as caracteristicas encontradas (relativamente as coordenadas dos
complexos);

' . Z= 322 +( 29 )i ) . z= 322 + (29 )i

, -z . Fz= 322 + (29 )i

Zeon)

Figura 2: Layout da pdagina com a representagdo do

complexo Z complexosZ e Z

Atividade 1.1.2 (Simétrico de um nimero complexo)

Passos a realizar:

e Pressionar o icone Aplicagéo 2;

e Reposicionar o complexo Z da foram que se desejar;
e Selecionar o marcador —Z7 ;

caracteristicas encontradas (relativamente

e Visualizar/registar as

complexos);

as

Figura 2: Layout da pagina com a representagdo dos

coordenadas dos

Z,=2.83+ 233

T Z, = -2.83 + (-2.33)i

Z,=2.83+233

P -Z; =-2.83 + (-2.33)i

8 Kl

Figura 3: Layout da pagina com a representagao do

complexo Z. complexosZ e —Z

Figura 4: Layout da pagina com a representag¢do dos




Atividade 1.1.3 (Adi¢ao de dois nimeros complexos)

Passos a realizar:
e Pressionar o icone Aplicagdo 3;
e Movimentar os afixos dos complexos Z; e Z,;
e Fixar o complexo Z; e deslocar o complexo Z,, de modo a que a sua origem coincida com a
extremidade de Z;;
e Selecionar o apontador Z, + Z, para fazer aparecer o complexo soma;

il

Z, =346 + (172 )i
Z, =22 +(324 )i

O Z+L,

Z, =346 * (172 )i
Z) =22 +(324 )i
F Z,+Z, =096 +( 496 )i

Figura 5: Layout da pagina com a representagdo dos Figura 6: Layout da pagina com a representagdo da
complexos Z; e Z,. adicdo de Z; com Z,.

Atividade 1.1.4 (Subtragao de dois niimeros complexos)

Passos a realizar:
e  Pressionar o icone Aplicagéo 8;
e Movimentar os afixos dos complexos Z; e Z,;
e Fixar o complexo Z; e deslocar o complexo Z,, de modo a que a sua origem coincida com a
extremidade de Z;;

e Selecionar o apontador Z; — Z, para fazer aparecer o complexo resultante da subtragdo;

Figura 7: Layout da pagina com a representagdo dos | Figura 8: Layout da pagina com a representagdo da
complexos Z; e Z,. subtragdo de Z; com Z,.




Atividade 1.1.5 (Multiplicacdao de dois nimeros complexos)

Passos a realizar:

Pressionar o icone Aplicagéo 4;

Reposicionar os complexos da forma que desejar, Z; e Z;

Selecionar o segundo marcador se pretender saber a amplitude dos argumentos dos complexos
anteriores;

Selecionar o terceiro marcador se pretender saber a amplitude da soma dos argumentos dos
dois complexos;

Selecionar o quarto marcador se pretender saber a norma do complexo resultante;

Selecionar o primeiro marcador se pretender representar o complexo Z,Z,.

T Z=2,"2Z, =R,* R, cis(a+p) T - i\ M Z=22*Z) = R * R, cis(a+f)
------------------------------ e N
= Ma=19.44° = 47.94 L £ N[ @ = 19.44% (= 47.94
Cy=a+f=67.38° ,/ r\v=u+|3=67.38°
‘ 3 * -
Ry =R *R, =283 ! ¥ Ry=Ry"Ry=28.3

Figura 9: Layout da pagina com a representacdo dos Figura 10: Layout da pagina com a representagdo da
complexos Z; e Z,. multiplicacdo de Z; por Z,.

Atividade 1.1.7 (Divisao de dois niimeros complexos)

Passos a realizar:

Pressionar o icone Aplicagéo 6;

Reposicionar os complexos da forma que desejar, Z; e Z;

Selecionar o segundo marcador se pretender saber a amplitude dos argumentos dos complexos
anteriores;

Selecionar o terceiro marcador se pretender saber a amplitude da diferenca dos argumentos
dos dois complexos;

Selecionar o quarto marcador se pretender saber a norma do complexo resultante;

Selecionar o primeiro marcador se pretender representar o complexo Z,/Z,.

o I Z=Z,1Z,=R,/R, cisja-p) . ¥ Z=Z,1Z,=R,/R,cis(a-f)
r a=21.23"; p=62.2 + r a=24.26° p=47.48
7 r o-p=319.03° r a-p=336.78"
z'e27 A i - -
/ 11" r Ry=R IR2=0.75 P ¥ R,=R, /R, =145
/ 3 1 . \ 3 1 2
D/ ’

)
L] A [] 8 o 2 T [ [ = ad 5 e 145| T mg 22 I £ [] a ) 1 T ] £
Ety

Figura 11: Layout da pdgina com a representagdo dos Figura 12: Layout da pdagina com a representagao da
complexos Z; e Z,. divisdo dos Z; por Z,.



Atividade 1.1.8 (O nimero i como operador de rotagdo)

Passos a realizar:
e Pressionar o icone Aplicagéo 7;
e Reposicionar o complexo Z1 da forma que desejar;
e Faga variar o valor de n para alterar a orientagdo do complexo Z.

n=1
S —

z=i"; i1=04i

7z

7'z

ST

i 15 H 25 H 3 45

Figura 11: Layout da pdagina com a representacdo dos Figura 12: Layout da pagina com a representagdo da
complexos Z; e Z,. divisdo dos Z; por Z,.

Atividade 1.1.9 (Multiplicagdo de um complexo por um escalar)

Passos a realizar:
e Pressionar o icone Aplicagéo 9;
e Reposicionar os complexos da forma que desejar, Z; e Z,;
e Selecionar o marcador Z; Z,;

4 4
7, = s 2
2 Z,= 241 + (265)i A4 S Z, = 241+ (2.65)i
A Z,=1.67+0i s Z,=1.67 +0i
5 % 2 ] 2 5 ‘ 5 T = p T 5 A 13 o B 1 5 3 o = b i3
2 2
4 4

Figura 13: Layout da pagina com a representagdo do Figura 14: Layout da pagina com a representagdo do
complexo Z; e Z5. produto Z; Z,.
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Atividade 1.1.10 (Produto de um niimero complexo com o seu conjugado)

Passos a realizar:

e Pressionar o icone Aplicagéo 10;

e Reposicionar o complexo Z da forma que desejar;;

2 Zeonj

Figura 15: Layout da pédgina com a representagdo do complexo Z; e Z5.



Atividade 1.2

Execucdo da atividade

O aluno ao pressionar o icone “Problemas-Construgdes” vai encontrar uma série de problemas,
envolvendo as operagdes exploradas na atividade anterior. Inicialmente sera apresentado um problema,
no entanto, se o aluno tiver duvidas durante a execugdo, o programa indicard sugestdes de resolugdo.
Caso o aluno consiga chegar a solugdo em causa, o programa ira felicitd-lo, caso contrario apresentara a
solucdo do problema.

Breve apresentacdo das aplicacdes

Atividade 1.3

Execucdo da atividade

O aluno ao pressionar o icone “Multipla-escolha” vai encontrar uma série de perguntas sobre o
tema Numeros Complexos. O aluno terd ao seu dispor, para cada pergunta, 4 opgdes de resposta, e cada
uma destas ao ser selecionada apresentard uma janela que indicara se é a opgdo correta ou ndo, caso
nao seja, serd apresentada uma sugestao. Durante a resolugdo, o aluno terd acesso a pontuagdo obtida
até ao momento.

12



Parte 2 - Centros de Triangulos
NOME DA ATIVIDADE:

OBJTIVO DA ATIVIDADE:

DESCRICAO DA ATIVIDADE:

RESULTADOS OBTIDOS:

CONCLUSOES (PONTOS FORTES, FRACOS, EXPETATIVAS):

Parte 3 - Olimpiadas envolvendo Numeros Complexos

13



Parte 2- ESTUDO PRATICO
Atividade pratica 1()
Objetivo
Descricdo da atividade
Aplicada ou ndo

Resultados (pontos fortes/fracos)

Atividade préatica 2 (Centros de triangulos)
Objetivo
Descricdo da atividade
Aplicada ou ndo

Resultados (pontos fortes/fracos)

Atividade pratica 3 (Olimpiadas)

3. Conclusao
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