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Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

PROBLEMA 1

Proposigdo:

Sejam z4, z,e zz numeros complexos distintos. A medida do dngulo orientado entre z,z, e z1z3
.. Z3—271
éigual ao arg——.
22721

PROBLEMA:

Z3—Z1 . . .. Z3—Z Z3—Z
31 ¢ um imagindrio puro & 2—2+=32-"21=0 .
22721 Z3—21 Z3—Z;

Mostre que z,z, 1 2,23 &

PROBLEMA 2

Proposigao: A reta r, perpendicular a z,z3 que passa pelo ponto z; é

Z_Zl Z_Zl
pec =220
Z3 — 2y Z3 — 2y

Utilizando a proposicdo anterior demonstre a proposi¢do seguinte.

Proposic¢ao: Seja Az, z,z3 um tridngulo definido no plano complexo. O seu baricentro é

Z1+ 2z, + 23
Z:T.

PROBLEMA 3

Utilizando a proposicdo do problema anterior, prove a seguinte proposicao.
Proposigao: Seja Az, z,z3 um tridngulo definido no plano complexo. O seu circuncentro é

z11%(25 = 25) + 12,17 (21 — 23) + |23/%(2; — 21)

71(23 — 23) + Z3(21 — 23) + Z3(2, — 21)
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Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

PROBLEMA 4

Proposi¢ao: Dois tridngulos, Az,z,z3 e Aw,w,ws , sGo semelhantes, se e somente se,
Z3—Z1 _ Wa—Wq
Z3—7Z,  Wz—wj

Utilizando a proposicdo anterior demonstre o seguinte teorema.

Teorema: Dois tridngulos sGo semelhantes, Az 7,73 ~ Aw;w,w3, se e SO se o determinante

zy wy 1
Z, wy 1]énulo.
Z3 W3 1

PROBLEMA 5

Teorema: Os afixos dos complexos z, , z5 e z3 sdo os vértices de um tridngulo equildtero se e s6
se z; + wzy, + w?z3 =0 ou z; + w2z, + wz; = 0, onde w é uma raiz cubica de unidade
diferente de 1.

Utilizando o teorema anterior demonstre o teorema seguinte.

Teorema: Um tridngulo Az,z,z5 é equildtero se e somente se Az,z,z5 ~ AZ37,Z,, oU seja,

z zz 1
Zz Zl 1 = 0.
Z3 Zp 1

PROBLEMA 6

Proposi¢ao: Sejam z,,z,,z3 e z, vértices de um quadrildtero inscrito numa circunferéncia,

posicionados pela ordem, z,,z,,z3 e z, entdo

_ (z1-2) ,(23—25) _
(21, 23,22, 24] = Gz Gz A<0.

Utilizando a proposicdo anterior, demonstre o seguinte teorema, Teorema de Ptolemeu.

Teorema: A soma dos produtos dos comprimentos dos lados opostos do quadrildtero
[2125232,4] € igual ao produto dos comprimentos das diagonais, ou seja,

|21 — 231|125 — 24| = |21 — 25123 — 24| + |21 — 24|25 — 23|.
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Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

ProBLEMA 7 (Olimpiada Chinesa 98)*

Seja D um ponto no interior de um tridngulo acutdngulo ABC, com
DA -DB -AB + DB -DC -BC + DC -DA -CA = AB -BC -CA.

Determine quais sdo as possiveis posi¢des que D pode ocupar.

ProBLEMA 8 (Olimpiada Universitaria Hungara 1995) >

Proposigdo 1:
Sejam z4, 25, Z3, ..., Z, nUmeros complexos e
pPwW)=w—-z)W—2).(W—2)=wr+agw" 1+ ta,_w+1=w"+QWw) +1,

entdo |p(w)| é o produto das disténcias do ponto representado pelo nimero complexo z aos
pontos dados .

Proposigdo 2:

Sejam z,, z,, 73, ..., Z, NUmeros complexos que representam pontos de um circunferéncia
centrada na origem, entéo (—1)".z;.z5 ...z, = 1.

PROBLEMA

Sdo dados n pontos na circunferéncia unitaria de modo que o produto das distancias de
qualquer ponto da circunferéncia a estes pontos é menor ou igual a 2. Prove que os pontos
sdo vértices de um n—agono regular.

L2 MOTTA, EDMILSON (1999). Aplicagdes dos nimeros complexos & geometria, Brasil.
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Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

SOLUCAO PROBLEMA 1.

Sejam z;z, e z;Z5 dois vetores perpendiculares entao a medida do angulo orientado entre eles
. YA .
é de 5/ Ouseja,

arg(z; — z,) = arg(z, — 23) + &,

gue é equivalente a
LA _ )i paraalgum 1 € R.

227721

Assim,
Z3— 21 , . .
——— é um imagindrio puro
Z — 7

e, por isso, também se pode escrever da forma

(23—21) Z3— 173
Z2 — 23 Bl Z2— 23

Z3— 2, Z3— 21
S + =

0.
Z =21 Z;— 721

SOLUCAO PROBLEMA 2.

Como o baricentro é calculado a custa da intersecao das medianas de um triangulo,

Z_Zl _ Z_Zl
g Btz 5tz
1 2 1

Z_ZZ _ Z_ZZ

Zy + 23 - zZy+ 23’
277 2777
Z_Z3 _ Z_Z3

zZ+z - zZy+z
7, — AT 2 7, - AT %

simplificando uma das equagdes, por exemplo a primeira
obtém-se

722y — 2, — 23) — 222, — 7, — 73) = 2,(Z + 73) — 71(25 + 23).
Deste modo, tém-se

722y — 2, = 23) = 2Q2, — 5, — I3) = 24 (Z; + Z3) — 71 (25 + 23)

Z(2zy — 2y — 73) — Z(Z_Zz_ 7y — 73) = 25(Z1 + 73) — 2(21 + Z3).
Z(2z3 — 2, — 21) — 2223 — 2, — 77) = 23(Z; + 71) — 23(2, + 24)
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Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

Resolvendo a primeira equacao

21(Z3 +73) — Z1(2, + 23) +Z(2_21_Z_2 —173)
(2zy —z; — z3)

Z =
Substituindo na segunda equacao o resultado anterior tém-se

71(Z + 73) — 71(25 + 23) + 222, — 75 — 73 .
1% + %) = 71 (2 4 25) + 202 = 7 ~ %) 22y — 2y —23) — 222, — 71 — 73) = 21(Z1 + Z3) — 21 (21 + 23)
(221 — 2z, — 23)

Simplificando,

_ [2,(Z1 + 23) — 21 (2y + 2)] 22y — 2, — 23) + [21 (25 + 23) — 21 (2, + 23)| (22, — 2, — 23)

[(2_21— z; — Z_3)(222 -z - 23) - (2_22 -z - Z_3)(ZZ1 —Z; — 23)]

Ou seja,

_ (21 + 25 +23)[21(23 — 23) + 2,(2; — 23) + 23(2;, — 77)]

3[21 (23 — 23) + 2,(2, — 23) + 23(2, — 77)]

E, portanto, concluimos que o baricentro é dado por

1t 2zt 73
= 3 .

V4

SOLUCAO PROBLEMA 3.

O circuncentro é a da intersecdo das mediatrizes dos lados do tridngulo. Basta assim
considerar as equacgOes das retas das mediatrizes e encontrar o ponto comum as mesmas.

Deste modo, o circuncentro é a solucdo do sistema:

_atzn ,_Atn
2 - 2
Z1— 2y Z1— 2y
Zy + 73 Zy) + z3
277 773
<[ —s— = ——e
Zy —Z3 Zy —Z3
Z—Zl+Z3 Z—Zl+z3
2 2
Z3— 71 Z3— 71

Simplificando uma das equacdes, por exemplo a primeira

Z1+z Z,+z
Atz z-A3%
Z1 — 2y Z1 — Zp
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Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

obtem-se

Z(zy —z) +2(Z; — Z) = |Z1|2 - |Zz|2-

Assim, o sistema acima é equivalente a

Z(zy —23) +2(Z, — 2) = |Z1|2 - |Zz|2
Z(z, —2z3) t 2(2; — 73) = |Zz|2 - |23|2-
Z(z3—2z) +2(Z3 — Z1) = |Zs|2 - |Z1|2

Resolvendo a primeira equagdo em ordem a Z vem,

|Z1|2 - |Zz|2 —2z(z; — z3)

7= (z1 — z3)

Substituindo na segunda equacdo o resultado anterior tem-se

<|Z1|2 - |Z2|2 —z(z; — 73)

(21 — 7) )(Zz —23) +2(Z, — %) = |2,1* — |z3/%,
ou seja,

(I211% = |221*) (22 — 23) — 2(21 — 23) (2, — 23) + 2(Z; — 23) (2, — 23) = (2 — Z3) (|122]* — |z51%),
de onde se obtém,

z2[(Z3 — 23)(2, — 23) — (21 — 2,)(2; — 2z3)] = (2, — 2_3)(|Zz|2 - |Z3|2) - (|Z1|2 - |Zz|2)(Zz — 73).

Portanto, que o circuncentro é dado por

z11%(25 = 25) + 12,17 (21 — 23) + |23/%(2; — 21)

71(23 — 23) + Z3(21 — z3) + Z3(2, — 21)

SOLUCAO DO PROBLEMA 4

A o~ Zy—Z Wo—W
Os tridngulos Az, z,z3 e Aw;w,w; s3o semelhantes se, e somente se, =—+ = —2—2, Ora,

Z3—27Zq W3—Wwq

z7 wy 1 Z1 wy 1 Z1 wy 1
Zz W2 1 - ZZ_Zl WZ_W1 1_1 == ZZ_Zl WZ_Wl 0 -
zz wy 1 Zz3— 2Z7 wz—w; 1-—1 z3—27z;1 wz3—w; O

Zq wq 1

=|z2—2zy wy—wy 0[=(z; —z)(wz —wy) — (23 — z1) (W — wy).
Z3 - Zl W3 - Wl 0

zy wy 1
Portanto, Az,z,Z3; ~Aw;w,w; se e somentese [z, w, 1| =0.
zz wz 1
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Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

SOLUCAO DO PROBLEMA 5

Pelo Teorema apresentado no problema anterior, sabemos que 4z, z,z3 ~ Az37,Z, se e somente se

z, zz3 1
Z2 Zl 1 = O.
Zz zZp, 1

Simplificando a equacdo acima vem
722+ 72 + 22 — (212, + 2,2, + 7,23) = 0.
Comow? +w + 1 = 0, entdo a equagdo acima pode reescrever-se como
(21 + z,w + Z3w?) (2, + z,Ww? + zzw) = 0.
Concluimos que Az, 2,23 ~ Az3z,Z, se e somente se

(z; + z;w + z3w?) = 0 ou (z; + z,w? + zzw) = 0.

Pelo teorema sugerido estas sdo as condicGes necessarias e suficientes para que o triangulo

seja equildtero.

SOLUCAO DO PROBLEMA 6

Pela Proposicdo sugerida [zy, 23,25, 24] < 0 ,0u seja,
(21— 22)(z3 — 24) = k(21 — z4) (23 — 7), k <O,
logo,

|z1 — Z31123 — z4| + |21 — Z4l|25 — 25|

|z1 — Z31123 — z4| + |21 — Z4l|25 — 25|

= (21 = 22)(23 = z)| + (21 — 24) (23 — 2,)|

= |k(z1 = z4)(23 — 2)| + (21 — 24)(23 — 2,)|
= —kl(z1 —2)(23 — )| + [(z1 — 2,) (23 — 2,)|
= —(k =Dl —2z)(z3 — 2)I.

Comok < 0vem

|z1 — Z31123 — z4| + |21 — Z4l|25 — 2, [k — 111(z; — z4) (253 — 2,)|
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Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

[(k — D (21 — 24) (25 — 2,)|

[(z1 — 2,) (23 — 24) — (21 — 24) (23 — 25))|

= |(z1 — 23) (22 — z4)|

[(z1 — z3)|[(z2 — Z4)].
E, portanto,

2y — Z)123 — 24| + |20 — 24123 — 2] = (21 — 23)||(Z2 — Z4)|

SOLUCAO DO PROBLEMA 7

Sejam a, b, ¢, e 0 as coordenadas complexas de A, B, C e D, respetivamente.
Temos, entdo que DA-DB-AB + DB -DC -BC + DC -DA-CA = AB -BC -CA <
la-b-(b-a)|+fp-c-(c-b)|+[c-a-(a-c)|=|(b-a)(c-b)@a-c)[(*)

Como ab(b—a)-+bc(c—b)+ca(a—c)=—(b—a)(c—b)(a—c), sendo w, =ab(b-a),

W, =bc(c —b),w; =ca(a—c),(*) < Wy +|W, | +|w,| =|wy +w, +W,| e portanto, wi, w, w;

estdo alinhados.

Assim, existem reais positivos a e ftais que

W, = oW, ab(b —a) =abc(c—b) a(b—a)=oac(c—b)
= = = —=-

W, =g [ab(b—a) = fca(a—c) b(b-a)=/x(a-c)

a b-c
p a-c’
isto ¢é  LACB=180"-/ADB e, analogamente, @ ZABC=180"-~ZADC e

/B AC =180 — «B DC. O unico ponto D no interior de um tridngulo acutangulo que satisfaz
essas condigdes é o ortocentro.

SOLUCAO PROBLEMA 8.

Considere a circunferéncia centrada na origem e sejam z,, z,, ..., Z, 0s nimeros complexos que

representam os pontos. Podemos assumir que (-1)" -z, - z,...z, =1.
Considere ainda o seguinte polindbmio

pW) = (W—2)(W—-2,)...Ww—2,)=w"+a, W +...+a,_w+1=w"+Q (W) +1
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Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

Entdo |p(z)| é o produto das distancias do ponto representado pelo nimero complexo z aos
pontos dados .

Logo, se z é um numero complexo de médulo 1, entdo | p(z)| < 2.

Sejam wy, w;,,... W, as raizes n-ésimas da unidade.

Sabe-se que W{‘ +W'§ +...+Wr'§ =0 wpara todo kK = 1, 2,.,n - 1. Portanto
Q(w) +Q(w,) +...+Q(w,) =0.Se Q(w) ndo é identicamente nulo, entdo, para algum j, Q (w))
é diferente de zero e tem parte real ndo negativa, pois Q(0) = 0 e Q tem no maximo n — 1

raizes. Consequentemente,

p(W; )‘ =|2+Q (w; )‘ > 2, uma contradigdo.

Desta forma o polindmio Q é identicamente nulo e p(z) = Z" + 1. As raizes zy, 2, ..., Z, do
polindbmio p(z) formam um n-agono regular.

10 Projeto Educacional 2 - Catarina Silva



Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

11

Projeto Educacional 2 - Catarina Silva



Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

12

Projeto Educacional 2 - Catarina Silva



Olimpiadas envolvendo nimeros complexos

13

Projeto Educacional 2 - Catarina Silva
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SOLUCAO PROBLEMA 5.

Let x be the angle cos™4/5, so that cos x = 4/5, sin x = 3/5. Take points on the unit circle
at angles 2nx for n integral. Then the distance between the points at angles 2nx and 2mx
is 2 sin(n - m)x. The usual formula, giving sin(n - m)x in terms of sin x and cos X,
shows that sin(n - m)x is rational. So it only remains to show that this process generates
arbitarily many distinct points, in other words that x is not a rational multiple of pi.

This is quite hard. There is an elegant argument in sections 5 and 8 of Hadwiger et al,
Combinatorial geometry in the Plane. But we can avoid it by observing that there are
only finitely many numbers with are nth roots of unity for n <= 2 x 1975, whereas there
are infinitely many Pythagorean triples, so we simply pick a triple which is not such a
root of unity.

SOLUCAO PROBLEMA 6.

For n odd consider the perpendicular distance of the shortest side from the opposite
vertex. This is a sum of terms a; x cosine of some angle. We can go either way round.
The angles are the same in both cases, so the inequalities give that a; = a,.1, and hence
a; = a; for all i < n. We get a; = a, by repeating the argument for the next shortest side.
The case n even is easier, because we take a line through the vertex with sides a; and a,
making equal angles with them and look at the perpendicular distance to the opposite
vertex. This gives immediately that a; = ay.
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PROBLEMA 5 (IMO 75)

Definig¢do
PROBLEMA

Determine se existem ou ndo 1975 pontos sobre a circunferéncia unitaria tais que a distancia
entre quaisquer dois € um nimero racional.

PROBLEMA 6 (IMO 63)

Defini¢do:

PROBLEMA

Todos os angulos internos de um n-dgono sdo iguais e seus lados satisfazem a relacdo
a,=2a, =2...z24,. Proveque a, =a, =...=a,.
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