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Pergunta 1

Seja R:D c R™ - R™ uma funcdo continuamente diferenciavel numa vizinhanga de
xj. Denotemos por J(x) € R™ ™ a matriz Jacobiana, em x, da funcio vectorial R. Prove que
se a caracteristicca de J(xy) for igual a n entdo o passo Gauss-Newton

Pr = —Jx)T (X)) (xi)"R(xy)
Em direcgdo de descida para a funcdo f(x) = R(x)TR(x)/2.
O problema anterior é traduzido pela seguinte implicacdo

Car(n) =n = opasso Gauss — Newton py = —( ()" (xx)) ™Y () TR ()
é uma direcc¢io de descida para a funcio f(x) = R(x)TR(x)/2.

e Uma das condi¢des para que o método de Gauss-Newton esteja bem definido, este tem
de gerar iteracdes de modo que J(x;)TJ(x;) seja ndo singular.

e  Proposicdo: Seja f: D € R™ - R uma fungdo direccdo de continuamente diferenciavel
em D abertoe x , € D. Adireccdo de descidaem x , se —Vf(x,)Tp>0.

Provemos primeiro que esta bem definida.
o Consideremos ent3o A valor préprio de AT A, entdo Av = Av, para v vector
préprio associado A.

Deste modo vTATAv = vTlv © (Av)TAv = WwTv, comvTv = ||v| ?
llav]| * llAv| *
=—— onde ——>0(1
[lv]l 2 [lv]l 2 (1)

dry dn

o (U] (xk))ij = [dxi, cirenl | IR b (J(xx)TJ(xx));ji ou seja, € Simétrica (2)

Logo todos os valores préprios de J(x;)TJ(xx) sdo positivos por (1). Como é
simétrica por (2) concluimos que J (x,)7/(xx) ™! é definida positiva (3).

Provemos agora a direcgio de descida, ou seja que —Vf(x ,)Tp > 0.

=V i = JEOTRE)T U ()T ()"R(x) >0 por(3)



1. Considere a fungao de Rosenbrock
fry,x2) = 100(x; — 2;%)” + (1 - x9)? .

a) Mostre que x, = [1 1]7 é o tinico minimizante local de fe que V2f(x,) é definida
positiva.

Provemos entdo o pedido, para tal é necessario ter em conta a seguinte defini¢dao

Sef:D cR" - R , D aberto, for duas vezes continuamente diferenciavel em
D, se x*€D tal que Vf(x*)=0 e V?f(x*) for definida positiva, entdo x* é um
minimizante local de f.

Queremos entdo encontrar os extremos, e se estes existiram serdo 0s nossos pontos criticos.
Calculemos entdo os pontos do dominio onde o vector gradiente se anula.

af
VF (1 x,) = x| _ [400x} — 400x,x, + 2x; — 2
b af 200(x, — x2)
ax:g

400x3 — 400x,x, + 2x; — 2] B [0] - {xl =1

W) =0 = [ ol Tl =1

Determine o minimizante de f usando o método de Newton e método de BFGS. Considere
xo = [-1.21]T e By = (V?f(x,))~ . Faca uma tabela de valores || x;, — x, || até 40 iteragdes

para os dois métodos.



b) Se usarmos o método de descida mais rapida para resolver o problema da alinea
anterior observa-se que s3o necessarias 5264 iteragdes para reduzir a norma do
gradiente para 107>, Quantas iteracdes dos métodos de Newton e BFGS s3o
necessarias para fazer o mesmo?



Pergunta 3

Prove que nas condicdes do Teorema da convergéncia local do método de
Newton e do segundo Teorema da Aula 5, temos que (a) e (b) sdo equivalentes

xR @r=sll _
lIskll

lypr=skll _

a)  limjesoo il

b) limk_wo

Onde s, = —AxF(xy), px = —J(x) )" F(x). As matrizes A, sdo as do
método de Broyden.

Como queremos provar a equivaléncia, ou seja,

e = sill _

lim 1] Cxx) (xe — sl ~ 0 o lim
k—co sl k= ||sll

teremos de provar nos dois sentidos.

Pelo teorema temos da aula 5:
(A = J())si = Agsi — ] (s = —F (i) — J () sie = J o) (P — si)

Provemos entdo no sentido <

] Ceie) (P — s < lim ol | (o — sl
k—oo

lim
II'sll

fe—sco llsill

E por hipdtese temos

llpse = siell

lim =0

koo syl

Basta provar que J(x;) é limitada, para que ||/ (x;)|| seja limitada.
Entdo pelo teorema da aula 5, J é continua a Lipschitz, isto é,

I/ Cer) = J el < vlixge — x.l
Como [[lJCedll = T CxIlll < T Ca) —J(x)l e
I Cedll = 17 eIl < vllxe = .l -

Temos entdo que ||/ |l = 17 Ge)ll < vllxe — x.]l

Logo [[IJ )l < T Ge) Nl + vllxx — x|l , ou seja limitada como queriamos.



Provemos entdo no sentido =

(A = JCai))sie = T i) (pre — s10)

Pr — Sk = J (%) " (A — J (Xk)) sk

_ -1 - _
limy, o w=limk_>oo 7 Cer) ™ Ak =T Cer)) sk < limk—mo”](xk)_l” I(Ag—7]Cer))skll
skl skl skl
. MNA = J )il
lim =0
k—co II'sl

Logo é igual a 0.



