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1.Introducéo

A Programacdo Linear é um ramo da matematica aplicada que usa modelos
matematicos. Os problemas de programagéo linear procuram encontrar um
objetivo, geralmente o de maximizar lucros ou o de minimizar despezas, tendo
em conta os recursos limitados e as necessidades que se devem satisfazer.

Para resolver um problema linear temos que resolver a funcdo denominada
funcéo objetivo, mas como restricdes do modelo temos fungdes relacionadas
CcOm 0S recursos, em que vamos ter uma para cada recurso, e com as
necessidades que queremos satisfazer.

Habitualmente, existem vérias (ou mesmo infinitas) solu¢des admissivies para
um mesmo programa linear. Mas, como 0 nosso objetivo € sempre maximizar,
ou minimizar a funcéo objetivo, existe uma solucdo que nos leva a concretizar
esse objetivo, essa sera a solucéo 6tima do programa linear.

Depois de apresentar o programa linear, consideremos o problema na sua
Forma Normal Simples:

min cTx
s.a. Ax=b
x=0

Ou na sua Forma Normal com Capacidades: (este sera o modelo que vamos
utilizar no decorrer do trabalho)

min cTx
s.a. Ax=0>

li < X; < ul-,i=1,...,n

Na resolucéo de problemas deste tipo, e como sé devemos ter desigualdades
do tipo 2, as desigualdades x; < u;,i =1,... ,n séo transformadas em
— X > —ul-,i = 1, , .

2.Motivacao
O problema que serviu de motivacao para a realizagéao deste trabalho foi um
problema classico de Programacéo Linear, o Problema da Dieta.

Este modelo foi tirado do livro de Chvatal, Vasek, “Linear Programming”, da
W.H. Freeman and Company New York, USA, 1980 (paginas 3,4 € 5).



3.Modelacéao

Este problema é bastante reduzido e simples, vamos entdo exercer algumas
alteracdes de modo a chegarmos a um problema mais longo e com resultados
mais interessantes. Vamos entéo proceder as seguintes alteracoes:

e Aumentar o numero de alimentos de modo a este problema ser mais
préximo da vida real,

e Considerar uma maior variedade de nutrientes necessarios para uma
saude mais equilibrada;

¢ Incluir alimentos de todas as categorias da roda alimentar, para que se
trate de uma dieta mais saudavel,

e Termos pelo menos dois alimentos de cada classe da roda alimentar.

Este problema tem uma limitacéo grave, faz com que a dieta seja repetida dia
apos dia sem uma grande variedade.

Vamos supor que estamos a planear a alimentac&o para um dia de um
estudante universitario que necessita de ter uma dieta rica, e que em plena
época de exames passa grande parte do dia a estudar, e que quanto menos
tempo perder na preparacéo desta alimentacao melhor.

O preco dos alimentos deve ser o mais baixo possivel, visto que na atualidade
estamos em crise, e 0 estudante ndo tem muito dinheiro. (Nesta tarefa foram
tomados os precos da cadeia de hipermercados Continente.)

Os alimentos séo todos de facil confecdo para que este estudante ndo perca
muito tempo na cozinha antes de cada refei¢ao.

Tendo estes pontos em conta faremos uma pesquisa de dados relativos as
regras nutricionais e preco de alimentos. Vamos entdo comecar por fazer uma
lista de alimentos a ter em conta na resolugdo do problema.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5 Grupo 6 Grupo 7
Cereais,
Derivados e | Carne Peixe Oleos e
Laticinios Frutas Horticolas Tubérculos |e Ovos Leguminosas | Gorduras
Atum
Leite Magro |Magas Alface Arroz (enlatado) Feijao Azeite
Salsichas
logurtes Laranjas Cenoura Esparguete |(enlatadas) |Grdo de Bico | Manteiga
Batata Ovos
Pdo Fiambre
Frango
Pescada

Tabela 1 Alimentos Escolhidos para a Dieta
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porgdes
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2a3
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norcées

llustracdo 1 Roda dos Alimentos

Observacéao:Consideramos que a agua sera da responsabilidade de cada
pessoa, por isso ndo a englobaremos na dieta, ainda assim lembramos que um
adulto deverda ingerir, em média, 1,5L de 4gua por dia.

Recorremos a alguns sites de modo a recolher os dados nutricionais dos
alimentos em estudo, e os precos relativos a esses mesmos alimentos, porém
por considerarmos que estes valores ndao eram o essencial do trabalho nao
efetuamos um estudo exaustivo sobre o assunto. Devido a esse facto podem
existir valores que nao correspondam rigorosamente a realidade. Ainda assim
tentamos encontrar os valores mais exatos possivel.

Temos ainda que dizer que apenas vamos estudar 7 constituintes dos
alimentos, uma vez que estes tém muitos constituintes elegemos os seguintes
para serem alvos de estudo:

e Energia;

¢ Proteinas;
e Calcio;

e Fibras;

e Vitamina C;
e Ferro;

e Lipidos.



Tabela Nutricional e de precos
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Alimentos =
244¢g
Leite magro |x1 (1copo) 134,2 8,784 390,4 0 2,44 0,732 5,856 0,49 12
logurte X2 125g 77,5 3,75 137,5 0 1,25 0,125 4,25 2,56 32
138g
Magas x3 (1peca) 84,18 0,414 8,28 3,174 8,28 0,552| 0,414 1,19 16
131g
Laranjas x4 (1peca) 115,28 1,572 60,26 5,633 78,6 0,9825| 0,262 0,85 11
Alface x5 15g 2,7 0,18 6 0,105 1,8 0,24 0,03 1,3 2
72g
Cenoura X6 (1pega) 30,24 0,648 25,2 1,296 4,32 0,576 0,252 1,29 9
Arroz X7 100g 360 7,2 9 0,3 0 1,4 0,6 0,74 7
Esparguete |x8 140g 491,4 15,68 33,6 0,56 0 2,521 0,924 0,78 20
Batata x9 100g 80 42 8 1,9 16 0,9 0,1 0,83 8
32g
Pao x10 |(1pao) 100,16 34,56 10,24 0,32 0 0,576| 0,576 2,29 7
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Alimentos =
Atum
(enlatado) x11 85g 181,9 20,4 7 0 0 1,598 11,05 5,75 69
Salsichas
(enlatado) x12 |100g 330 16,8 10 0 1 2,5 27,1 1,34 14
50g (6ovos)
Ovos x13 (1ovo) 73 5,7 27 0 0 1,25 13,55]1,09 182
Fiambre x14 15g 13 0,17 0 0 0 0,135 0 8 12
Frango x15 150g 364,5 27,45 15 0 3 2,7 21,75 1,96 29
Pescada x16 150g 141 29,25 40,5 0 0 1,2 2,55 4,99 75
Feijao x17 80g 288 16,16 380 5,6 2,4 9,52 1,12 0,75 0,6
Grao de Bico | x18 80g 296,8 16,4 120 3,2 1,6 5,6 3,84 0,75 6
Azeite x19 13g 117 0 0 0 0 0 2,6 2,59 34
Manteiga x20 20g 150,2 0,2 3,8 0 0 0,4 16,8 4,36 9




Para termos uma dieta equilibrada esta tem que satisfazer as necessidades
nutritivas seguintes:

Energia (kcal)

Proteinas (g)

Calcio (mg)

Fibra (g)

Vitamina C
(mg)

Ferro (mg)

Lipidos (g)

2000

60

800

35

80

14,4

70

Tabela 4 Necessidades nutritivas de um adulto

4. Formulacé&o Matematica

Sejam:

X4, ..., X20 0S alimentos da tabela 2 e da tabela 3, ao vetor dos x;

chamaremos x de modo a simplificar a escrita.
1, ---, Cy0 OS custos associados a cada um dos alimentos.

O objetivo € encontrar x4, ..., x,, de modo a minimizar a funcao:

Isto é,

f(X) = Clxl + CzXZ + ...+ Czoxzo

f(x) = 12x1 + 32x2 + 16x3 + 11x4 + 2x5 + 9x6 + 7x7 + 20x8 + 8x9 + 7x10
+ 69x11 + 14x12 + 182x13 + 12x14 + 29x15 + 75x16 + 0.6x17
+ 6x18 + 34x19 + 9x20

Tal que x4, ..., X, Satisfacam as restricoes:

Soma de energias de todos os alimentos considerados:
134.2x1 + 77.5x2 + 84.18x3 + 115.28x4 + 2.7x5 + 30.24x6 + 360x7
+ 491.4x8 + 80x9 + 100.16x10 + 181.9x11 + 330x12
+ 73x13 + 13x14 + 364.5x15 + 141x16 + 288x17

Soma das proteinas dos alimentos:

+ 296.8x18 + 117x19 + 150.2x20 = 2000

8.784x1 + 3.75x2 + 0.414x3 + 1.572x4 + 0.18x5 + 0.648x6 + 7.2x7
+ 15.68x8 + 42x9 + 34.56x10 + 20.4x11 + 16.8x12
+ 5.7x13 + 0.17x14 + 27.45x15 + 29.25x16 + 16.16x17
+ 16.4x18 + 0x19 + 0.2x20 > 60




Soma do célcio:

390.4x1 + 137.5x2 + 8.28x3 + 60.26x4 + 6xX5 + 25.2x6 + 9x7 + 33.60x8
+ 8x9 + 10.24x10 + 7x11 4+ 10x12 + 27x13 + 0x14
+ 15x15 + 40.5x16 + 380x17 + 120x18 + 0x19 + 3.8x20
= 800

Soma das fibras a considerar:

0x1 + 0x2 + 3.174x3 + 5.633x4 + 0.105x5 + 1.296x6 + 0.3x7 + 0.56x8
+ 1.9x9 + 0.32x10 + 0x11 + 0x12 + 0x13 + 0x14 + 0x15
+ 0x16 + 5.6x17 + 3.2x18 + 0x19 + 0x20 = 35

Soma da vitamina C:

2.44x1 + 1.25x2 + 8.28x3 + 78.6x4 + 1.8x5 + 4.32x6 + 0x7 + 0x8
+ 16x9 + 0x10 + O0x11 + 1x12 + 0x13 + 0x14 + 3x15
+ 0x16 + 2.4x17 + 1.6x18 + 0x19 + 0x20 > 80

Soma do ferro:

0.732x1 + 0.125x2 + 0.552x3 + 0.9825x4 + 0.24x5 + 0.576x6 + 1.4x7
+ 2.52x8 4+ 0.9x9 + 0.576x10 + 1.598x11 + 2.5x12
+ 1.25x13 + 0.135x14 + 2.7x15 + 1.2x16 + 9.52x17
+ 5.6x18 + 0x19 + 0.4x20 > 14.4

Soma dos lipidos:

5.856x1 + 4.25x2 + 0.414x3 + 0.262x4 + 0.03x5 + 0.252x6 + 0.6x7
+ 0.924x8 + 0.1x9 + 0.576x10 + 11.05x11 + 27.1x12
+ 13.55x13 + O0x14 + 21.75x15 + 2.55x16 + 1.12x17
+ 3.84x18 + 2.6x19 + 16.8x20 > 70

Estas restricdes sdo referentes as tabelas 2, 3 e 4. De seguida apresentamos
as restricdes referentes a analise da tabela 1 e da ilustracéo 1.

Soma das porc¢des do grupo 1:
2<x1+x2<3

Soma das porg¢des do grupo 2:
3<x3+x4<5

Soma das porg¢des do grupo 3:
3<x54+x6<5

Soma das porg¢des do grupo 4:
4 <x7+x8+x9+x10<11

Soma das porg¢des do grupo 5:
1.5 <x11+x12+x13 +x14 + x15+ x16 < 4.5



x; = 0,parai=1,..,20.

5. Forma Matricial

Com

Soma das porc¢des do grupo 6:

Soma das porc¢des do grupo 7:

1<x17+x18<2

1<x19+x20<2

min cTx

s.a. Ax=0>

x = [x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20]”

c=[123216 11297 208 7 69 14 182 12 29 75 0.6 6 34 9]"

b=[2000 60 800 35 80 14.4 70 2-3 3-5 3-5 4-11 1.5-4.5 1-2 1-2]"

A matriz A segue em anexo por ser uma matriz demasiado extensa.

6.Determinacéo da Solucdo Otima

Resolvendo o problema usando o Cplex através do programa Kate, obtemos os
seguintes resultados:

Funccéo objetivo: 203 céntimos
Solucéo o6tima:

X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

Xg

X9

X10

X11

X12

X13

X14

X15

X16

X17

X18

X19

X20

0

5

0

0

4.5

0.51

3.49

1.25

0.25

10




7.Conclusao

Neste problema da dieta para um estudante universitario, em que
pretendemos uma dieta com um custo minimo e que preencha as
necessidades nutricionais de um adulto a dieta em causa é

Esta dieta ndo aparentando ser muito variada fornece os nutrientes minimos

2 porcdes de leite magro;
5 macgas;

4,5 cenouras;

0,51 porgdes de batata;
3,49 paes;

1,25 porgdes de salsichas;
0,25 porc¢des de fiambre;
2 porgdes de feijao;

1 porgéo de manteiga.

necessarios ao estudante, e equilibra a sua alimentacéo.

Mais uma vez é de relembrar que o problema tem o inconveniente de a dieta se
repetir dia apods dia, sem que se diversifique a alimentacdo. E que nao tivemos

em conta a quantidade de agua que cada individuo deve ingerir e que 0s

alimentos contém.

Este estudante deve entdo por dia ingerir:

2 copos de leite magro;

5macas;

4.5 cenouras;

Aproximadamente meia batata;
Cerca de 3 pées e meio;

Cerca de 5 salsichas;

Um quarto de uma fatia de fiambre;
160g de feijao;

20g de manteiga.

Esta dieta teria o custo de 2,03€.

11



8.Anexos

8.1 Programa Cplex

minimize 12x1 + 32x2 + 16x3 + 11x4 + 2x5 + 9x6 + 7x7 + 20x8 + 8x9 + 7x10 +
69x11 + 14x12 + 182x13 + 12x14 + 29x15 + 75x16 + 0.6x17 + 6x18 + 34x19 +
9x20

subject to

134.2x1 + 77.5x2 + 84.18x3 + 115.28x4 + 2.7x5 + 30.24x6 + 360x7 + 491.4x8 +
80x9 + 100.16x10 + 181.9x11 + 330x12 + 73x13 + 13x14 + 364.5x15 + 141x16
+ 288x17 + 296.8x18 + 117x19 + 150.2x20 >= 2000

8.784x1 + 3.75x2 + 0.414x3 + 1.572x4 + 0.18x5 + 0.648x6 + 7.2X7 + 15.68x8 +
42x9 + 34.56x10 + 20.4x11 + 16.8x12 + 5.7x13 + 0.17x14 + 27.45x15 +
29.25x16 + 16.16x17 + 16.4x18 + 0x19 + 0.2x20 >= 60

390.4x1 + 137.5x2 + 8.28x3 + 60.26x4 + 6x5 + 25.2X6 + 9x7 + 33.60x8 + 8x9 +
10.24x10 + 7x11 + 10x12 + 27x13 + 0x14 + 15x15 + 40.5x16 + 380x17 +
120x18 + 0x19 + 3.8x20 >= 800

Ox1 + 0x2 + 3.174x3 + 5.633x4 + 0.105x5 + 1.296x6 + 0.3x7 + 0.56x8 + 1.9x9 +
0.32x10 + Ox11 + Ox12 + Ox13 + 0x14 + Ox15 + Ox16 + 5.6x17 + 3.2x18 + 0x19
+ 0x20 >=35

2.44x1 + 1.25x2 + 8.28x3 + 78.6x4 + 1.8x5 + 4.32x6 + 0x7 + 0x8 + 16x9 + 0x10
+ Ox11 + 1x12 + Ox13 + Ox14 + 3x15 + 0x16 + 2.4x17 + 1.6x18 + 0x19 + 0x20
<=80

0.732x1 + 0.125x2 + 0.552x3 + 0.9825x4 + 0.24x5 + 0.576x6 + 1.4x7 + 2.52x8
+ 0.9x9 + 0.576x10 + 1.598x11 + 2.5x12 + 1.25x13 + 0.135x14 + 2.7x15 +
1.2x16 + 9.52x17 + 5.6x18 + Ox19 + 0.4x20 >=14.4

5.856x1 + 4.25x2 + 0.414x3 + 0.262x4 + 0.03x5 + 0.252x6 + 0.6x7 + 0.924x8 +
0.1x9 + 0.576x10 + 11.05x11 + 27.1x12 + 13.55x13 + 0x14 + 21.75x15 +
2.55x16 + 1.12x17 + 3.84x18 + 2.6x19 + 16.8x20 >=70

12



X1+x2 >=2
-X1-x2 >= -3

X3+x4 >= 3
-X3-x4 >= -5

X5+x6 >= 3
-X5-x6 >= -5

X7+X8+x9+x10 >= 4
-X7-x8-x9-x10 >=-11

x11+x12+x13+x14+x15+x16 >= 1.5
-X11-x12-x13-x14-x15-x16 >= -4.5

x17+x18 >=1
-X17-x18 >= -2

x19+x20 >=1
-x19-x20 >= -2

x1>=0
x2 >=0
x3 >=0
x4 >=0
x5 >=0
X6 >=0
X7 >=0
x8 >=0
X9 >=0
x10 >=0
x11 >=0
x12 >=0
x13 >=0
x14 >=0
x15 >=0
x16 >=0
x17 >=0
x18 >=0
x19 >=0
x20 >=0
end

13



1342 775 84.18 115.28 2.7 30.24 360 4914 80 110,16 1819 330 73 13 3645 141 288 296.8 117 150.2
8.784 3.75 0414 1572 0.18 0.648 7.2 1568 42 3456 204 168 5.7 0.17 2745 29.25 16.16 164 0 0.2

390.4 137.5 8.28 60.26 6 25.2 9 3360 8 10.24 7 10 27 0 15 40.5 380 120 0 3.8
0 0 3.174 5.633 0.105 1.29 03 056 19 0.32 0 0 0 0 0 0 5.6 3.2 0 0

244 125 8.28 78.6 1.8 4.32 0 0 16 0 0 1 0 0 3 0 2.4 1.6 0 0

0.732 0.125 0.552 09825 0.24 0576 14 252 09 0576 159 25 125 0.135 2.7 1.2 9.52 5.6 0 0.4

5856 4.25 0414 0.262 0.03 0.252 06 0924 01 0.576 11.05 27.1 13.55 0 2175 255 112 384 26 16.8

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1

8.2 Matriz A
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