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1. Introducao Historica

Como se escrevem 0s humeros

Muitos nomes de nimeros, notagdes e simbolos distintos existiram ja ao longo da
histéria do mundo. No que se segue descrever-se-ao apenas alguns que tiveram
significativa influéncia na civilizagao ocidental.

Egipcios

Os Egipcios usavam um sistema de numeragdo de base 10, do tipo repetitivo. Para
os numeros de 1 a 9 repetia-se um pequeno traco vertical e depois tinham simbolos
especiais para as diferentes poténcias de 10, desde 10 até 10’.

Simbolo Descricéo do O numero na

Egipcio simbolo nossa notacéo
| bastéo 1
N calcanhar 10
9 rolo de corda 100
X flor de I6tus 1000
74 dedo a apontar 10000
L peixe 100000

5:% homem 1000000

Este sistema de numeracdo tinha uma falha fundamental: ndo tinha o conceito de
valor posicional pelo que um trago s6 podia representar uma unidade, ndo cem ou
mil, como acontece no sistema que usamos hoje. Embora eles pudessem escrever
um milhdo s6 com um simbolo, em vez de sete como nds usamos, se quisessem
escrever um milhdo menos um, entdo teriam que recorrer a 54 simbolos o que ndo
era pratico.
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Sistema Babilonico

O povo Babildnico utilizava um sistema de numeragao sexagésimal. Este sistema

utilizava apenas dois simbolos i (=1) e <€ (=10), o que os obrigava a usar um
sistema repetitivo, para representar os elementos componentes de cada ordem no
numero. Ndo tinham nenhum simbolo para representar o zero, deixavam algumas
vezes um espaco em branco quando nao havia unidade de certa ordem mas nunca
0 espaco em branco aparecia no fim. Outra ambiguidade resulta da falta de virgula
sexagesimal e portanto da indicacdo do valor absoluto do nimero. O mesmo
numero pode representar valores diferentes dependendo da ordem de cada
simbolo. Esta interpretacdo é feita pelo contexto.

O trago mais importante no sistema numérico dos Babildnicos era que reconhecia a
notacdo posicional. Assim como o nosso sistema decimal conta quantas dezenas,
centenas e milhares estamos a registar, a posicdo de cada numero babildnico
registava as quantidades de 60 que se estavam a contar. Em vez de inventarem
novos simbolos para numeros cada vez maiores, eles escreviam 111, e este
numero seria o 3.661.

Sistema Grego

Os Gregos usavam também um sistema decimal, em que utilizavam os sucessivos
simbolos do alfabeto grego para exprimir, primeiro, os nossos simbolos 1, 2, ..., 9,
depois, as dezenas de 10 a 90 e, finalmente, as centenas de 100 a 900. Como o
seu alfabeto tinha apenas 24 letras e eram necessarias 27, os Gregos fizeram
ressurgir trés letras de origem semitica: digama ou vau, goph ou koppa e o san ou
sampi para representarem 6, 90 e 900, respectivamente. Com a ajuda deste
sistema, qualquer nimero menor que 1000 podia ser escrito com trés simbolos no
maximo. Existiam varios sistemas para nUmeros maiores do que uma miriade
(10000). Por exemplo, usava-se um ponto para indicar que os nuUmeros
precedentes deveriam ser multiplicados por 10000.

A representagdo dos nimeros era feita da seguinte forma:

digama
6
vau 5
qoph ¢
90
koppa §
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san ou -~

. 900
sampi

a=11=10p =100

B=21x=200c=200
vy =3 A =30 t=300
0 =4 n=40 v =400
e=5v=50¢=500
€ =7 & =60 y =600
n =8 0 =70 y =700

0 =9 n=80 »=800

Sistema Romano

O facto de ainda estarmos bastante familiarizados com o0s numerais romanos
(usados, por exemplos, nos mostradores de reldogios, datas de monumentos e
outros documentos antigos) resulta, em grande medida, de terem sido os Unicos
usados em toda a Europa durante mais de um milhar de anos.

O sistema de numeracao romana era baseado num outro semelhante usado pelos
Etruscos, donde provém originalmente as letras 1, Vv, X, L, C, D, M. Os Romanos

-

assimilaram os simbolos originais etruscos & e (7', usado para 100 e 1000,
transformando-os nas letras latinas C e M que eram as iniciais das palavras centium
N

e mille. Metade de -"F", ou seja, 500, foi simplificado para ou D.
Os simbolos para
i it 5 (Cam)
5 000 10000 50 000 100 000

ja ndo sdo usados hoje em dia.

O simbolo ©, uma forma corrompida do sinal ', foi proposto por John Wallis, em
1655, para representar o “infinito”. Esta proposta foi aceite e o simbolo impds-se
na Matematica.
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Os Romanos usavam um sistema de numeragdo de base 10, em que alguns
simbolos podiam ser repetidos no maximo trés vezes. Os simbolos que os Romanos
utilizavam representavam os seguintes numeros:

N. Romano | N, Dacimal

k,--[.—*————v» — -4
v TS K

B S T

L

I

50
100
500

1000

C

)
M

Os simbolos V, L e D ndo se repetem. As letras I, X ou C colocam-se a esquerda de
outras de maior valor para representar a diferenca deles, obedecendo as seguintes
regras:

1. I so6 se coloca a esquerda de V ou de X;
2. X s0O se coloca a esquerda de L. ou de C;
3. C so se coloca a esquerda de D ou de M;

Se a um simbolo colocarmos a sua direita um simbolo de menor valor, este ultimo
simbolo soma o seu valor ao valor do outro. Ex: VI = 5+1 =6

Se a um simbolo colocarmos a sua esquerda um simbolo de menor valor, este
simbolo diminui o seu valor ao valor do outro. Ex: IV = 5-1 = 4

Cada barra sobreposta a uma letra ou a um grupo de letras multiplica o seu valor
por mil.

Ex: V = 5 000.

Numerais Indo-Arabes

Podemos ndo saber como os Indianos criaram o seu sistema numérico, mas
sabemos que eles o aperfeicoaram criando os antepassados dos nove nimeros que
usamos hoje por todo o mundo. Muitos classificam o sistema numérico indiano
como uma das maiores inovacoes intelectuais de todos os tempos, que se
desenvolveu para o que temos de mais parecido com uma liguagem universal. Além
disso, terdo sido os Indianos a apresentarem, pela primeira vez, o zero. Esta
representacdo estd gravada no forte de Gwalior, um local sagrado, na India
Central.
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O sistema de numeracdo que usamos hoje e que deriva do sistema indiano, forma-
se por justaposicdo de dez digitos, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9. Com apenas 10
digitos tornou-se possivel representar nimeros grandes duma forma incrivelmente
eficiente.

Apesar da sua origem, este sistema de numeracdo é vulgarmente conhecido como
sistema de numeragdo arabe.

Al-Khowarizmi, era um astréonomo e matematico arabe e escreveu, entre outras,
uma obra sobre o sistema de numeracdo Indiano. Nesta obra deu uma exposicdo
muito completa sobre os numerais indianos que provavelmente foi o responsavel
pela impressdo de que o nosso sistema de numeragao é de origem arabe. Quando
mais traducOes latinas da sua obra apareceram na Europa, leitores descuidados
comecaram a atribuir a numeracdo ao autor. A nova notacdo veio a ser conhecida
como a de al- Khowarizmi, ou mais descuidadamente, algorismi. Finalmente o
esquema de numeracdo usando numerais indianos veio a ser chamado
simplesmente algorismo ou algoritmo, palavra que originalmente derivada do nome
de al-Khowarizmi, agora significa mais geralmente, qualquer regra especial de
processo ou operagao.

Nameros noutras bases

Pode definir-se um sistema notacional usando para base um ndmero natural N,
qualquer. No sistema de base N, o simbolo abcd significa

aN® +bN?+cN +d
Onde os “digitos” a, b, ¢, d variam normalmente de 0 até N —1.

O sistema indo-arabe é decimal (de base 10); o babilénico era sexagesimal (de
base 60); muitos computadores usam internamente o sistema bindrio (de base 2).
Os numeros escritos na base dois sdo chamados “numeros binarios”. Os numeros

5
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binarios ndo sdo, naturalmente, uma nova classe de numeros. Sao apenas os
numeros antigos com diferentes nomes:

1 1
2 10
3 11
4 100
5 101
6 110
7 111
8 1000

Na operagcdo da multiplicagdo, embora de uma forma indirecta, os egipcios,
recorriam a base binaria e terdo entendido o seu poder mais de trés mil anos antes
de ter sido revelado o potencial desta base.

Nameros Poligonais

Podem obter-se diferentes espécies de numeros poligonais adicionando os
primeiros N termos de um aprogressdo aritmética apropriada sempre comecada

por 1.

Nameros de contagem

Progressdo aritmética (razéo 0):1,1,1,1,1 ..

1

1+1=2

1+1+1=3
1+1+1+1=4
1+1+1+1+1=5
1+1+1+1+1+1=6
1+1+1+1+1+1+41=7

| Ndmeros de contagem
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Nameros triangulares
Progressao aritmética (razéo 1): 1, 2, 3, 4, 5, ...

1

1+2=3
1+2+3=6
1+2+3+4=10
1+2+3+4+5=15

NuUmeros triangulares
™ o [+ )
. \:nu e .: h‘ hyi..ku‘ﬂ
e i .\.‘ [ (PR Sy ]
1 3 6 10 15

Nameros quadrados
Progressdo aritmética (razéo 2): 1, 3,5, 7,9, ...

1

1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16
1+3+5+7+9=25

NUmeros quadrados
]
o
4] : ]
™ W en avel L e
n.n L ;-‘-\.hi 9 L"‘k\.""\u
' . O @ UK
= e L W
- | I *
[
1 4 9 16 25

Nameros pentagonais
Progressdo aritmética (razdo 3): 1, 4, 7, 10, 13, ...

1

1+4=5

1+4+7=12
1+4+7+10=22
1+4+7+10+13=35
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NUmeros pentagonais
" v
& e e
. 4] L) L ~
[+ ] ]
9 @ L “(. H.ﬂ" h ‘U“ 9.0“ g °°
Vi [ L 8V el ML
il o L @ el ; S
L (S \\
1 5 12 22 35

NGameros hexagonais
Progressao aritmética (razéo 4): 1, 5,9, 13, 17, ...

1

1+5=6

1+5+9=15
1+5+9+13=28
1+5+9+13+17=45

NUmeros hexagonais
.
s "o c“::; ‘c?."o
e s3 %o ﬁ:'a‘?" ::"c. e¥ct
] 8.3 2 ¥ - [ o il b
b o _ L --‘ i (¥ .. a¥ <
et ‘s C 8g O &
L~ .0‘;‘
1 6 15 28 35
NUmeros Poligonais
NUmeros de contagem 1 2 3 4 5 n
Numeros triangulares 1 3 6 10 15 A,
NUmeros quadrados 1 4 9 16 25 n?
’ - 1
NUmeros pentagonais 1 5 [ 12| 22 35 En(3n ~1)
Nimeros hexagonais 1 6 | 15| 28 45 n(2n—1)

Observacoes:

a) O numero de lados do poligono correspondente a cada tipo de nimeros é

igual a razdo da progressado aritmética respectiva mais dois:

Numeros Poligonais
NUmeros de contagem Razao 0 0+2 2 lados
Ndmeros triangulares Razdo 1 142 3 lados
Ndmeros quadrados Razao 2 242 4 lados
Ndmeros pentagonais Razao 3 3+2 5 lados
Ndmeros hexagonais Razdo 4 442 6 lados

b) O terceiro elemento de cada sucessao é sempre divisivel por 3. E o quinto

por 5. E 0 sétimo? E sem

pre divisivel por 7?
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c) Cada sequéncia pode obter-se a partir da da linha imediatamente acima
juntando a cada poligono o nimero triangular a esquerda:

n - ésimo numero 1
triangular Ap i tn=4,= En(n +1)

n - ésimo numero
quadrado Bt By =Bpy +0t Ay =28, +n =0

n - ésimo numero 2 A A mtA =3+ 1 Gn— 1)
pentagonal N+ A= 28, F 0t Ay =38, +n=2n(3n
, . , 1

N - esimo numero En(3n — D+, =30, +n+A0, =40, +n =
hexagonal = n@2n-1)

d) Cada numero hexagonal é triangular:

Tl(ZTl - 1) = 4ATL—1 +n= 3An_1 + An—l +n= 3An_1 + An

Ainda no plano:

Alguns autores usam a expressdo “numeros hexagonais” para designar os niumeros
representados na figura abaixo. Seguindo a sugestdo d’O livro dos numeros, iremos

adoptar o nome inventado por Martin Gardner: hexanimeros.

HexanUmeros
go".‘o. ©
ogo o989 SeSeSes SEGe
® L0 C a0a07 0>
°C 38 gestife gene
oL 8Q%
1 7 19 37 61

O n-ésimo hexanumero é igual a:

hex, = 1+ 64, ;= 1— 3n + 3n?

Ndmeros quadrados centrados
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R

1 5 13 25 41

O n-ésimo numero quadrado centrado é dado por 2n? — 2n + 1:

n—12+n>=n? -2n+1+n?2=2n2-2n+1

Numeros tridimensionais

Podem empilhar-se numeros figurados bidimensionais para gerar numeros
tridimensionais.

1. Hexapiramides

Suponha-se que se empilham hexanimeros em hexapiramides.

o ‘Q?LC"

1 8 27 64 125

Obtém-se os cubos n3, 0s quais podem obter-se normalmente empilhando-se n

quadrados nxn.
8 27 64

Os hexagonos usados para fazer os hexanumeros sdo projeccdes, ou sombras de
cubos.

W

1

Para obter o n-ésimo primeiro cubo, comega-se com uma sé bolha vermelha e
constroem-se em seguida 3 linhas amarelas com n bolhas cada uma; nos espagos

entre cada par de linhas cabem trés paredes verdes com nxn=n? bolhas,

10
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obtendo-se assim uma espécie de concha (constituida por trés faces adjacentes)
onde encaixa perfeitamente um cubo de nxnxn bolhas, o que perfaz um total de

(1+ n)3. Este € um caso particular do teorema binomial.

1 1+3n

2. Nuameros tetraédricos (Tet)

Podemos empilhar numeros triangulares para formar nuUmeros piramidais
triangulares, ou seja, niumeros tetraédricos.

Abaixo temos os primeiros quatro numeros tetraédricos. Qual sera o n-ésimo
numero tetraédrico?

%
o % L Jh

10 20

1+3 1+3+6 1+3+6+10

Sabendo que ha algumas formas engenhosas de empilhar 6 cdpias iguais do n -
ésimo numero tetraédrico numa caixa de dimensdes n><(n +1)><(n+2), significa
gue a resposta a questdo colocada é

1
Tet,, = gn(n +1)(n+2)

Observacoes:
a) Podemos concluir ainda que o produto de trés nimeros inteiros consecutivos
€ sempre um multiplio de 6, uma vez que os nUmeros tetraédricos sdo
numeros inteiros.

b) Outra observacdo passa pelos numeros dimensionais, ou seja, pelos
numeros triangulares que constituem os nimeros tetraédricos:

o Consideramos o segundo numero tetraédrico. Somamos trés vezes este
numero tetraédrico e obtemos uma estrutura triangular de trés quatros

11
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(associamos o segundo numero tetraédrico a estrutura triangular de
quatros (notar que quatro é dois mais dois))

1 1 2 4
1 2 T o2 1t 11 % 4 34

e Consideramos o terceiro nimero tetraédrico. Somamos trés vezes este
numero tetraédrico e obtemos uma estrutura triangular de seis dez
(associamos o terceiro numero tetraédrico a estrutura triangular de
cincos (notar que cinco é trés mais dois))

o Consideramos o quarto numero tetraédrico. Somamos trés vezes este
numero tetraédrico e obtemos uma estrutura triangular de nove seis
(associamos o quarto numero tetraédrico a estrutura triangular de seis
(notar que quatro é dois mais dois))

O terceiro tridngulo de numeros pode ser interpretado como o quarto
numero tetraédrico suportado por uma das suas arestas. Podem somar-
se 0s numeros lendo-os por camadas:

(Ix4)+(2x3)+(3x2)+(4x1)=20

e De uma maneira geral:
trés vezes o N -ésimo numero tetraédrico da o n-ésimo triangulo

de nameros (n+2).
A soma de numeros, lendo-os, por camadas:

Axm)+2xm-1D)+@Bxm—-2)]++[n—-1)x2]+(®mx1)=Tet,

Outro modo de olhar é somar as diagonais "~ <~~~ ~
SW-NE da tabela de multiplicacdo ao lado. f S S
Esta tabela é simétrica e os quadrados ao
longo da diagonal principal sdo Y A
alternadamente pares e impares, isso faz que |+ .5 12 |i6
0S numeros tetraédricos sejam geralmente & 10 15
pares havendo um que é impar de quatro em |; 1
quatro a partir do primeiro #

1, 4,10, 20, 35, 56, 84, 120, 165, 220, 286, 364, 455, 560, ...

3. Numeros tetraédricos truncados (Ttet)

12
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Considerando o (3n—2)-ésimo numero tetraédrico e extraindo de cada vértice o
(n—1)-ésimo ndmero tetraédico, obtém-se o n-ésimo numero tetraédrico
truncado:

Ttet,, = Tet;,_, —4Tet,,_; =

=%(3n—2)(3n—2+1)(3n—2+2)—4x%(n—1)n(n+1)=

1 1
= g(3n —-2)(3n—1)(3n) — 4 x g(n —Dnn+1) =
1 1
=g(27n3—27n2+6n)—4><g(n3—n) =
1
=z (27n% = 27n% + 6n — 4n3 + 4n) =
1
= 3(23113 —27n% +10n) =

1
= gn(23n2 —27n+10)

1
Ttet, = Tety,_, — 4Tet,,_; = 371(23712 —27n+ 10)

Exemplos:
'ftftl1 :get3xl_2 — 4Tet,_, = Tet; — 4Tet, = %x IX(23X1—27x1+10) =1
Z“z’ff_:fit;x:;g ATety, = Tet, — 4Tet, = %x 2% (23%x22-27%x2+10) = 16
gieffx?ft:g; ~ ATety-y = Tet; — 4Tet, = %x 3% (23 x 3% — 27 x 3+ 10) = 68

1 16 68
4. Numeros piramidais (Pir)

Empilhemos agora nimeros quadrados para formar nimeros piramidais quadrados.
1+4+9+--+n? Este é o n-ésimo numero piramidal, Pir .

13
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1 5 14 30 55
1 12428 1742743 1°+2°+3°+4> 17422 +3°+4°+5°

Se se conseguir empacotar seis destas piramides numa caixa rectangular de
dimensGes n por n+1 por 2n+1. Se se conseguir fazer tal empacotamento,

mostra-se que o n-ésimo numero piramidal, Pir,,1+2%+3*+..+n?, é igual a

%n(n +1)(2n+1).

Vejamos os seguintes modos de verificar esta afirmagao:

a) Ja foi visto que a soma de dois numeros triangulares
consecutivos é um quadrado perfeito: A, +A_ =n’.

Ndmeros Nameros
tetraedricos piramidais
quadrados

Tet,, Tet, Tet, + Tet, =A; + (A, +A)=1+4+22=5 5

Tet2+Tet3 = (Al +A2)+ (Al +A2 +A3) =
=A1 +A2 +A1 +A2 +A3=

Tetz, Tets = A+ (A + ) + (A, +45) = 14
=1'+2°+3>=14
Tet3 +Tet4 =
=(A1+A2+A3)+(A1+A2+A3+A4) =
Tets’Tet4 = Al + Al + AZ + AZ + A3 + A3 + A4= 30
=12+2%2+4+3%2+42=30
Tet,,_, + Tet,, =
=@+ A )+ (B + Ay =
=AM +A HA H A+ Ay + A= 1
Tet,,_,, Tet,, _ 1% + 2% + 2+ n22: n-1 1 %n gn(n +1)@2n+1)

= %n(n +1)@2n+1)

1 1 1
Tet,_; + Tet, ==(n—Dnn+ D +-nn+1Dn+2)==nn+12n+1)
6 6 6

A soma de dois numeros tetraédricos consecutivos € um numero piramidal
quadrado.

1
Pir, = Tet,_, + Tet, = gn(n +1)(n+2)

14
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b) Empacotem-se as sucessivas camadas de duas piramides quadradas
(vermelha e azul claro) numa caixa rectangular rasa, de largura 2n+1 e

comprimento A, , o N-ésimo numero triangular como mostra a figura
abaixo.

Decomponha-se depois o espago que sobra em tiras rectangulares que
podem depois ser recompostas por forma a constituirem as camadas de uma
nova piramide quadrada como se mostra na figura abaixo.

Verificamos que um numero piramidal quadrado, Pir,, é dado por

1 1
§An X(2n+1) = gn(n +1)2n+1)

5. Nameros octaédricos (Oct)
Os numeros octaédricos sdo a soma de dois nUmeros piramidais quadrados
consecutivos
1
Oct, = Pir,_; + Pir, = §n(2n2 +1)
Visualizam-se como uma dupla piramide quadrada, como se vé na figura:

15
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Estes numeros (octaédricos) sdo a soma dos nimeros da tabela seguinte, onde os
“1’s” representam os “pdlos” do octaedro

2
6 5432
1

[ SRS
v o
0N =

D QO e

N Y N

— kW )
Y &S s O o
1

0 1 6 19 44 85 146

Diferengas entre dois nimeros octaédricos consecutivos sao os nimeros quadrados
centrados 1, 5, 13, 25, 41, 61, ....

1-0=1

6—1=5
19-6=13
44 —19 =25
85—44 =41
146 — 85 =61

6. NUumeros octangulares estrelados (Stel)

Se a um numero octaédrico de lado n se juntarem, em quatro faces alternadas,
numeros tetraédricos de lado n — 1, obtém-se um numero tetraédrico de aresta
m-1D+1+(n-1)=2n-1

Um ndmero octaédrico e quatro numeros tetraédricos fazem um namero tetraédrico
maior:
Oct, +4Tet,,_; = Tet,,_4

As quatro faces restantes se juntarmos mais quatro numeros tetraédricos do
mesmo tipo, obtemos um nimero octangular estrelado, que denominamos por
Stel (stella octangula de Kepler).

Stel,, = Oct,, + 8Tet,_; = n(2n? —1)

o 08

1 14 51 124 245

16
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7. Numeros cubicos centrados (Ccub)
A versdo tridimensional dos nimeros quadrados centrados é os nimeros cibicos

centrados
Ccub, =n3+n—-1)3=02n—-1)(n%>-—n+1)

.2 "__

1 9 35 91
8. Numeros octaédricos truncados (Toct)

Partindo do (3n — 2)-ésimo numero octaédrico, Oct,,_,, € cortando a (n— 1)-ésima
piramide quadrada, Pir,_;, em cada um dos seis cantos, obtém-se os niumeros
octaédricos truncados.

Toct,, = g)ctg,n_2 — 6Pir,,_; .
= §(3n -2)[2@Bn—-2)*+1] - g(n —Dn@n-1)
=16n3-33n>+24n—6

1 38 201 586

9. Numeros Dodeaédricos ROmbicos (Rom)

Num espaco completamente preenchido (por octaedros truncados), o lugar
geométrico de todas as células que estdo a uma distancia inferior a n células de
uma célula dada tomada para centro tem uma forma dodecaédrica rombica. Este
numero pode ser visualizado juntando a cada uma das seis faces de um cubo uma
piramide quadrada. Assim um numero dodecaédrico rombico é dado por:

Rom,, = Ccun,, + 6Pir,_; = (2n — 1)(2n%? — 2n + 1)

o.‘

1 15 65 175 N

17
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A formagao de Rom,,, é construida da seguinte forma:

Inicia-se com uma bolha vermelha, com as faces hexagonais, em que das suas
faces, alternadamente, partem quatro varas azuis com n células cada uma.

1+4n 14+4n+6n%> 1+4n+ 6n?+4n3

Juntam-se seis paredes amarelas com n?n? células cada uma, entre cada duas

varas. Insere-se quatro blocos de n® células verdes limitados por trés paredes
amarelas, como mostra a figura.

NUumeros deste tipo podem ser definidos em todas as dimensoes:

Dim {n + 1)-ésimo nimero

o ace

1 1 +2n nimeros (mpares

2 1 4+ 3n + 3n” hexanimeros

3 1+ 4n + 61 + 4n° nimeros dodecaédricns rémbicos
4

. " 2 1
L Beis 2 1 10w [ | ¢
1 on + 10n° 4+ 10n? + 5n nimerss conexos seguintes

Um gndmon para os Gregos era uma peca que podia juntar-se a
uma figura para produzir uma figura da mesma forma, mas de
tamanho maior. Na figura seguinte, cada gnémon contém um
nuimero impar de bolhas da mesma cor.

Estes niumeros impares dobrados em angulos rectos, ddo gnémons
que podem empilhar-se para formar quadrados.

odd; + odd, + -+ + odd,, = n?
Ja foi visto que empilhando nimeros hexanimeros se obtem cubos.

hex; + hex, + -+ hex,, = n?
De forma semelhante, podem curvar-se a quatro dimensGes numeros
dodecaédricos rombicos, que empilhados formam cubos quadridimensionais, ou

tesselas.

Rom, + Rom, + -+ Rom,, = n*
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1. Nameros pentatdnicos

Os numeros pentatonicos, sdo numeros a quatro dimensdes que resultam da juncgao
dos numeros tetraédricos, 1, 4, 10, 20, ....

Somando entdo estes nimeros, originam os numeros pentatonicos:

1 1 = Ptop;

1+4 = 5 = Ptop:
1+4+1(0) = 15 — PtOp;g
144410420 = 35 = Ptop,
144410420435 — 70 = Ptop;
1+4+10420+35+56 126 = Ptops

Uma forma de formar estes nimeros sem sair do espago bidimensional.
A figura seguinte mostra os 5 primeiros nimeros tetraédricos

Copiando estes niUmeros trés vezes e arranjando-os de forma diferente vamos
obter

Trocamos o elemento superior com o elemento mais a direita, depois trocamos a
segunda linha superior com a coluna na diagonal justaposta ao elemento mais a
direita. De seguida trocamos a terceira linha superior com a coluna diagonal
justaposta a que foi trocada anteriormente e assim sucessivamente.

O processo € idéntico ao anterior mas a troca das linhas é feita com as colunas a
esquerda.
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Os numeros sdo agrupados por linhas. O primeiro numero corresponde a 52 linha a
contar de baixo, o segundo nimero corresponde a 42 linha de todos os elementos,
e terceiro corresponde a terceira linha e assim sucessivamente.

Se adicionarmos, nas quatro cdpias, todos os nimeros que se encontram na
mesma posicdo, obtém-se sempre o mesmo resultado, o nimero 8 que é (5+3).

QC
-
oc
>
v e
o

8888 88888

O numero de posigoes é igual a soma dos cinco primeiros numeros triangulares, e
por sua vez igual ao 5° niumero tetraédrico.

Podemos entdo concluir que para o caso geral , quatro copias dos primeiros n
numeros tetraédricos somam (n+3) (da-nos o elemento) vezes o N -ésimo numero

tetraédrico (da-nos o nimero de elementos), %n(n +1Dn+2)

Entdo o n-ésimo ndmero pentagonico é dado por:

1 1
Ptop,, = ZTetn(n +3) = ﬁn(n +1Dn+2)(n+3)

O produto de quatro nimeros inteiros consecutivos é sempre divisivel por 24.
Os numeros originados pela soma de cubos sdo também um numero
quadridimensional.

A figura seguinte representa uma tabela de multiplicagdo em que na diagonal
principal estdo os nimeros quadrados.

0000*‘

2
¥
4
5
&
7

[+ 8
o _o_o_o_

<

S

A figura seguinte representa também uma tabela de multiplicacdo mas com
gnémons. A soma dos elementos de cada gnémon da-nos um cubo.
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3 1

"
[d

il
o
-
=5
b

Os gnémon contém

Mas o total dos numeros da tabela da multiplicacdo é o produto
(1+2+434+4+50+2+3+4+5)=(A;)?
E como a soma dos numeros impares seguintes da nimeros cubicos

| ]

il
3+5
T+0+11
13+15+17+19 i
214234 25427429 &
314334354 374+304+41 =&
43445+ 47+ 494+ 51453465 = T

23

.'j- a4

Podemos concluir que a soma dos primeiros n cubos é dada por (13 + 23 + 3% +--- +
73 que é igual ao quadrado do n -ésimo numero triangular 4z2=14n2+12

A figura seguinte mostra o quadrado de lado (1+2+3+4+5) cortado em
rectangulos (a). A figura (b) mostra esses rectangulos agrupados de forma a
constituirem os cinco cubos.

' '
| (b)

O quadrado de um numero triangular € uma soma de cubos.
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Pode-se continuar a empilhar piramides triangulares num ndmero cada vez maior
de dimensdes usando o mesmo processo que foi usado para a construcao dos cubos

(n+1) através das hexapiramides e na construgao dos dodecaédricos rémbicos
(n+1).

+154 - 4+ szn(n+ 1)(n + 2)(n + 3)

O que da os numeros de contagem, os triangulares, os tatraédricos e os
pentaténicos. Embora ndo haja mais nomes, as dimensdes nunca se esgotam. Os
primeiros nimeros que ndo tém nome sao:

1
mn(n +1D(n+2)(n+3)(n+4)

E conclui-se que o produto de cinco nimeros inteiros consecutivos é divisivel por
120 =1%x2x%x3x4x5.
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