Historias da Geometria

N&o é possivel conhecer em que circunstancias historicas comegou e se desenvolveu o interesse pelos
poliedros, identificados como sdlidos de faces planas. Do ponto de vista matemético, existem fontes
egipcias, chinesas e babilonicas contendo a resolucéo de problemas relativos a piramides.

No Papiro de Rhind ! existem diversos problemas relativos ao declive das faces de uma pirémide.
Como sugere V. Katz, o valor do declive era essencial para os constru-

tores das pirémides, e na realidade os valores concretos referidos nesses HA ]
problemas sdo aproximadamente iguais aos declives das trés pirémides

de Gizeth.? No Papiro de Moscovo® é apresentada a formula para o iy
calculo do volume do tronco de piramide de base quadrada, embora a !
formula para o volume da pirémide ndo apareca em nenhuma fonte
egipcia. Assim, ndo se conhece como chegaram 0s egipcios aquela JANRIRD
férmula. No texto que acompanha a figura e os calculos (fig. 1) é dito: Hhil

Hiro

. C A - Vol i et s
Se te € posto o problema, um tronco de pirdmide tem 6 cubitos de altura, o ;(rw:“-:; ' AR ATAN
4 cubitos de base, por 2 cubitos no topo. Figura 1. Extracto do Papiro de
Calcula com o 4, quadrando. Resultado 16. Moscovo com a resolucdo do
Calcula 2 vezes 4. Resultado 8. problemado cél culo do volume

Calcula com o 2, quadrando. Resultado 4. do tronco de piramide.

Adiciona este 16 com este 8 e com este 4. Resultado 28.
Calcula 1/3 de 6. Resultado 2.

Calcula com o 28, vezes 2. Resultado 56.

E 56. Encontraste o resultado certo.

, . , . h
Em notagOes actuais, a formula descrita neste texto egipcio corresponde a V = §(a2 +ab+ bz) ,

onde h é aaturada pirdmide, e a e b sGo os comprimentos dos lados das bases quadradas do tronco de
piramide.

Nos Nove Capitulos da Arte Matematica (Jiuzhang Suanshu #) aparece a mesma formula, e também a
formula do volume da pirdmide. Da mesma forma, existem tabletes babil 6nicas contendo problemas de
célculo de volumes de troncos de pirdmides e de outros sdlidos (em forma de telhado de quatro aguas)

gue parecem ter resultado da necessidade de calcular o volume de pilhas de gréos de cereal. No que diz
respeito as formulas utilizadas, algumas sdo correctas, outras apenas aproximadas.

Em qualquer caso, todos estes documentos demonstram um interesse natural pelas formas poliédricas.
Esse interesse ndo era apenas utilitario. Em escavages arqueol dgicas junto de Padua foi descoberto um
dodecaedro etrusco (500 a.C), do mineral esteatite, que era um objecto de jogo, e 0s egipcios usavam
dados com a forma de icosaedros.

Os matematicos gregos retomaram a questdo do volume da piramide. Arquimedes, no livro do Método,
afirma que Demacrito (que viveu no fim do séc. V a.C.) foi o primeiro a enunciar que o volume de um
cone é 1/3 do de um cilindro tendo a mesma base e a mesma atura, e que o volume da piramide é 1/3
do de um prisma com a mesma base e atura igua. Arquimedes atribui a demonstracdo destas duas
proposicoes a Euddxio (c. 409 - c. 356 a.C.), apoiando-se no método da exaustéo.®
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Os cinco poliedros regulares — tetraedro, cubo ou hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro — pas-
saram a ficar conhecidos na historia como solidos platonicos em virtude de um famoso texto de Platéo
incluido no didogo Timeu, de que reproduziremos um extracto mais abaixo.

Um poliedro é regular quando todas as faces sdo poligonos regulares congruentes, todas as arestas so
congruentes e todos 0s vértices so congruentes. Isto significa que existe uma simetria do poliedro que
transforma cada face, cada aresta e cada vértice numa outra face, aresta ou vértice. Heath sugere que os
pitagoricos conheciam todos os solidos platonicos e que construiam o tetraedro, o cubo, o octaedro e o
icosaedro utilizando a construgdo em triangul os descrita por Platdo no referido

texto, enquanto para o dodecaedro se baseavam na construgdo do pentagono que

mais tarde ficou registada nos Elementos (Eucl. 1V,10,11). De resto, o0s

pitagdricos utilizavam como seu simbolo distintivo o pentagrama, que se ob-
tém a partir do pentagono tragando as respectivas diagonais (fig. 2).

Teeteto (c. 417 - ¢ 369 a.C.), um dos matematicos gregos mais importantes da
época de Platéo, ensinou naAcademia fundada por este em Atenas em 385 a.C.
e parece dever-se a ele um estudo tedrico dos cinco poliedros regulares, em

particular do octaedro e do icosaedro. Segundo Heath, estudou as relagdes en- Figura2
tre os cinco poliedros e também as superficies esféricas circunscritas.

Fazemos em seguida uma longa transcricdo do texto de Platdo, acompanhada de algumas figuras
interpretativas.

Em primeiro lugar, é claro para toda a gente que o fogo, a terra, a &gua e o ar sdo corpos, e que todos os
corpos sdo solidos. Todos os corpos séo limitados por superficies e todas as superficies rectilineas séo com-
postas por tridngulos. H& dois tipos fundamentai s de tridngulos, cada um deles tendo um éngulo recto e dois
angulos agudos; num deles estes dois angulos sdo metade de angulos rectos, sendo subtendidos por lados
iguais; no outro, sdo desiguais, sendo subtendidos por lados desiguais. Postulamos isto como a origem do
fogo e dos outros corpos, combinando o nosso argumento a verosimilhanca e a necessidade; as suas origens
Ultimas sdo conhecidas dos deuses e dos homens a quem os deu-

ses amam.

Devemos continuar aindagar quais s&o 0s quatro corpos mais per- %0

feitos possivel que, embora diferentes uns dos outros, sdo capazes

de se transformar uns nos outros por resolugdo. Se conseguirmos s 4 90

encontrar a resposta para esta questdo temos a verdade sobre a  Figura 3. Os dois tipos fundamentais de tri-
origem daterrae do fogo e dos dois termos entre eles; porque nunca  angulos considerados por Platdo. Como diz
admitiremos que haja corpos visiveis mais perfeitos que estes, cada  Pat& um pouco maisabaixo, 0 isoscelestem
um do seu tipo. Assim, devemos fazer o possivel para construir E;)n?e‘rj:'if]‘fii‘r’]?{;dade’ 0 escaleno (0 dadirei-
quatro tipos de corpo perfeito e defender que compreendemos su-

ficientemente a sua natureza para atingirmos 0 nosso objectivo. Dos dois triangul os fundamentais, portanto,
0 isdsceles tem uma Unica variedade e o escaleno um nimero infinito. Devemos por conseguinte escol her,
se vamos comegar de acordo com 0s nossos proprios principios, 0 mais perfeito deste nimero infinito. Se
alguém nos puder indicar uma melhor seleccéo de tridngulo para a construgdo dos quatro corpos, essa su-
gestdo serd bem-vinda; mas pela nossa parte propomo-nos passar por cima de todos os restantes e seleccio-
nar um Unico tipo, aquele cujo par compde um tridngulo equildtero. Seria uma histéria demasiado longa
explicar arazdo, mas se alguém conseguir apresentar uma prova de que assim ndo é, essa proeza serd bem
recebida. Assumamos entéo que estes s os dois tridngulos a partir dos quais o fogo e 0s outros corpos sao
construidos: um isosceles e o outro com um lado maior cujo quadrado € o triplo do menor [...].

Temos que descrever seguidamente a figura geomeétrica de cada corpo e indicar o nimero dos seus compo-
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nentes. Comegaremos com a construgcdo da figura mais simples e mais
pequena [fig. 5]. A sua unidade bésica é o tridngulo cuja hipotenusa tem
0 dobro do seu lado menor. Se se juntarem dois destes tridngulos, com a
hipotenusa como diémetro da figura resultante, e se se repetir o processo
trés vezes, fazendo coincidir os didmetros e os lados menores das trés
figuras no mesmo vértice, o resultado é um simples tridngulo equilétero
composto de seis unidades bésicas. E se se juntarem quatro tridngulos
equilédteros, trés dos seus angulos planos encontram-se para formar um
sb angulo sblido, aquele que aparece imediatamente a seguir ao mais
obtuso dos angulos planos; e quando quatro destes angulos tiverem sido
formados o resultado € a figura sdlida mais simples, que divide a super-
ficie da esfera, circunscrevendo-a em partes iguais e similares.

A segunda figura € composta dos mesmos triéngul os bési cos reunidos para
formar oito tridngulos equiléteros e que formam um sd angulo sélido a
partir de quatro planos. A formag&o de seis destes angul os sdlidos com-
pleta a figura nimero doais.

A terceirafigura é formada a partir de cento e vinte tridngul os bésicos e tem doze angulos solidos, cada um
deles limitado por cinco tridngul os equiléteros planos e vinte faces, cada uma das quais € um triéngulo equi-

|atero.

Depois da construcéo destas trés figuras dispensa-se a primeira das nossas unidades bésicas e utiliza-se 0
tridngulo isdsceles para a producdo do quarto corpo [fig. 6]. Quatro destes tridngul os sdo juntos com os seus
angul os rectos encontrando se num vértice para formarem um gquadrado, Seis quadrados postos em conjunto
completam angulos sdlidos, cada um deles composto por trés angulos rectos planos. A figura do corpo re-

sultante é o cubo, com seis faces quadradas planas.

P
i

N

e
-
Figura 5. Formag&o das primeiras trés
figuras platdnicas, o tetraedro, o octaedro

€0 icosaedro.

90| 90 90 60

Figura 4. Das infinitas variedades de
tridngul osrectangul os escal enos, Platéo
escolhe aquel e que é metade de um tri-
angulo equilatero. E diz que é aquele
cujo quadrado do lado maior étriplo do
quadrado do lado menor (seraassim?).
Mais abaixo, afirma que neste tipo de
tridngul os a hipotenusa tem o dobro do
comprimento do lado menor (serd as-
sim?).
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499

Figura 6. Construcdo da quarta figura platonica, o cubo ou hexaedro

Faltava ainda uma quinta construcdo gque o deus utilizou para organizar todas as

constelagBes do céu. ’

(...) Devemos prosseguir distribuindo as figuras cujas origens acabdmos de des-

crever pelo fogo, terra, dgua e ar. Atribuamos o cubo aterra, umavez que é o mais

imovel dos quatro corpos e o que tem aformamais estavel, sendo estas caracteris-

ticas que deve possuir a figura com as formas mais estaveis. E relativamente aos

tridngulos bésicos assumimos que o isosceles tem uma base naturalmente mais

estavel do que o escaleno, e que das figuras equilateras compostas por eles o qua-

drado &, no todo ou em partes, uma base mais firme do que o tridngulo equilétero.

Mantemos assim 0 nosso principio de verosimilhanca atribuindo-o a terra e, de  Figura 7. A figura platénica
forma semel hante atribuimos a &guaa menos mével das outrasfiguras, amaismoével  que faltava, o dodecaedro.
a0 fogo e aintermédia ao ar. E de novo atribuimos a figura mais pequena ao fogo,

amaior aagua, aintermédia ao ar; a mais cortante ao fogo, a segunda mais cortante ao ar e a menos cortan-
te adgua. Resumindo, a figura que tem o menor nimero de faces deverd ser, pela natureza das coisas, amais
movel, assim como a mais cortante e a mais penetrante e, finalmente, sendo composta pelo menor niimero
de partes semelhantes, a mais leve. A nossa segunda figu-
ra sera a segunda em todas estas caracteristicas, e a nossa
terceira serd aterceira. Deste modo, aldgica e averosimi-
Ihanca exigem que olhemos a pirémide como a figura so6-
lida que € a unidade basica ou a semente do fogo; e pode-
mos olhar a segunda das figuras que construimos como a
unidade basica do ar, aterceira a da &gua.®

& / :'

/X ?/%2&
_ g %
terra fogo ar agua €osSmos

Figura 8. A interpretagéo de Kepler, no Harmonices
Mundi, das associagfes de Platéo.

Nos Elementos, os poliedros sdo tratados nos livros X1, X1I e X111. No livro XII1, a partir da proposi¢éo
13, Euclides estuda sistematicamente os sdlidos platénicos. As constructes do tetraedro, octaedro, cubo,
icosaedro e dodecaedro, como sdlidos inscritos numa dada superficie esférica, sGo demonstradas nas
proposicdes 13, 14, 15, 16 e 17, respectivamente. A proposi¢ao 18 estabel ece as rel agdes entre as ares-
tas destes sdlidos e o didmetro da superficie esférica. E finalmente, logo a seguir a esta proposi¢éo,
Euclides afirma e demonstra que “nenhuma outra figura, além das ditas cinco figuras, pode ser construida
de modo a ficar contida por figuras, de lados e angulos iguais, e iguais entre si”. Dito de outro mado,
Euclides afirma que além dos cinco sdlidos que acabou de construir, ndo pode ser construido mais ne-
nhum poliedro cujas faces sgjam poligonos regulares, iguais entre si.
Sigamos a sua demonstragao’.

Porque um angulo sdlido ndo pode ser construido por dois tridngulos planos.
Por “triangulo” Euclides quer dizer tridngulo equilatero, pois esta sempre a referir-se a poligonos regu-
lares.
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Com trés tridngul os constréi-se 0 angulo [sdlido] do tetraedro, com quatro o angulo do octaedro e com cin-
co 0 angulo do icosaedro; mas um angulo solido ndo pode ser formado por seis tridngulos equiléateros e
equiangulares colocados em torno de um ponto, pois sendo o angulo do tridngulo equilatero igual a dois
tercos do angulo recto, 0s seis serdo iguais a quatro angulos rectos: 0 que € impossivel, pois um angulo
sdlido esta contido por angulos planos, cuja soma € menor que quatro angulos rectos [11. 21].
Euclides serve-se aqui da proposi¢cdo 21 do livro |1, na qual demonstra a afirmagdo que colocamos em
itdlico.
Pela mesma razdo, também um angulo solido ndo pode ser construido por mais do que seis angulos planos
[medindo cada um dois ter¢os do angulo recto].

O angulo [solido] do cubo é contido por trés quadrados, mas um angulo sdlido ndo pode estar contido por
quatro quadrados, pois teriamos de novo quatro angulos rectos.

O angulo solido do dodecaedro esta contido por trés pentdgonos equiléteros e equiangulares, mas nenhum
angulo sdlido pode estar contido por quatro destes pentagonos, pois como o angulo [interno] do pentédgono
[regular] éigua aum recto e um quinto [de um angulo recto], quatro seriam maiores do que quatro angulos
rectos: o que é impossivel.

Pela razéo da mesma absurdidade, também nenhum angulo solido poderia estar contido por outras figuras
poligonais [regulares].

Portanto [ nenhuma outra figura, além das ditas cinco figuras, pode ser construida de modo a ficar contida
por figuras, de lados e angulos internos iguais, e iguais entre si].

O facto de Euclides terminar os treze volumes da sua obra monumental com esta proposicao tem leva-
do alguns autores a afirmar que o objectivo principal dos Elementos € precisamente demonstrar a exis-
téncia de apenas cinco poliedros regulares.

Se na definic&o que demos de poliedro regular mantivermos a condicéo das faces serem poligonos re-
gulares, mas ndo a de serem todas congruentes, obtemos uma familia mais ampla de sdlidos, estudada
por Arquimedes (287-212 a.C.). Note-se que as arestas sd0 todas congruentes, e os vértices também. As
faces sdo poligonos regulares, mas engquanto nos platdnicos eram apenas de um tipo, aqui poderdo ser
de vérios tipos. E ainda necessario acrescentar a condicdo de que todo o vértice pode ser transformado
noutro vértice por uma simetria do poliedro. A estes solidos é habitual chamar arguimedianos ou semi-
regulares.

Os prismas cujas faces laterais sdo regulares sdo, de acordo com a defini¢do dada, arquimedianos. Do
mesmo modo, também os antiprismas de faces regulares sdo arquimedianos (fig. 9). No entanto, os
infinitos prismas e antiprismas ndo sdo em geral incluidos na familia dos arquimedianos.

A. Prisma hexagonal
(recto)

B. Se diminuirmos a altura
do prismaanterior até asfa
ces laterais serem quadra-
dos, obtemos um prismahe-
xagonal semi-regular)

C. Serodarmosumadas ba-
ses até opor cada vértice de
uma base a um lado da ou-
tra, € unirmos os vértices
como nafigura, obtemosum
antiprisma.

Figura 9. Prismas e antiprismas.

D. Diminuindo a atura do
antiprisma anterior até as
faces|aterais serem triangu-
los equil&teros, obtemosum
antiprisma semi-regular.
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Sem os prismas e antiprismas, afamilia dos arquimedianos é finita. Tal como para os platonicos, é natural
investigar quantos poliedros arquimedianos podem existir e, além disso, construi-los efectivamente. A
investigagdo podera seguir o mesmo caminho indicado na demonstracéo de Euclides para os platénicos,
embora agui muito mais morosa pois podemos no mesmo Vvértice incluir poligonos regulares diferentes.
Chegariamos a conclusdo que ndo podem existir mais do que 13 tipos de vértices diferentes® A cada
um desses tipos de vértices corresponde um solido arquimediano.

Os livros de Arquimedes sobre estes solidos estdo perdidos. Foi Johanes Kepler (1571-1630) quem se
interessou de novo por estes solidos a ponto de Ihes atribuir nomes e desenhar as respectivas ilustragoes
no Harmonices Mundi de 1619.

Como a cada tipo de vértice corresponde um arquimediano, a notagdo para os tipos de vértices serve
para designar os diferentes solidos. Na figura 10 podemos ver trés tipos de vértices, a notagdo usada —
cuja origem é simples de compreender — e 0s nomes dos sdlidos correspondentes — cuja origem algo
misteriosa sera explicada mais abaixo.

3.43 — rombicuboctaedro 4.6.8 — cuboctaedro truncado (3.5)? — icosidodecaedro

Figura 10. Trés tipos de vértices correspondentes a poliedros arquimedianos

Nas figuras 11 e 12 das péginas seguintes estdo representados onze dos treze arquimedianos, incluindo
as imagens, 0s nomes e 0s respectivos simbolos. Cada um deles pode obter-se por meio de uma suces-
sdo de cortes, também chamados truncaturas — por vezes seguidas de transformagdes convenientes—
apartir dos sdlidos platonicos. As truncaturas, em cada vértice, sdo feitas por planos perpendiculares ao
eixo de simetria de rotagdo que passa por esse vértice. Obtém-se assim em geral poligonos regulares
como secgdes. Conforme a distancia do vértice a que a truncatura se faz, assim se vao obtendo vérios
poliedros arquimedianos.

Se partirmos do tetraedro e do cubo (ou do octaedro), conseguimos chegar por truncaturas directas
aos seguintes arquimedianos:
 tetraedro truncado, cubo truncado, octaedro truncado, cuboctaedro;

Se partirmos do icosaedro (ou do dodecaedro), conseguimos chegar aos seguintes arquimedianos:

« icosaedro truncado, icosidodecaedro, dodecaedro truncado.

Note-se, na figura 11, que o cuboctaedro fica “entre” o cubo e o octaedro, podendo ser obtido por
truncaturas tanto a partir do cubo como do octaedro. Dai 0 seu nome. Do mesmo modo, nafigura 12, o
icosidodecaedro fica “entre” o icosaedro e o dodecaedro, 0 que também justifica o seu nome.

Vejamos agora como se podem obter os restantes arquimedianos incluidos nas figuras 11 e 12 —
cuboctaedro truncado, rombicuboctaedro, icosidodecaedro truncado, rombicosidodecaedro.

Dafigura 11 parece concluir-se que € possivel obter directamente por truncaturas estes arquimedianos.
Tal néo é verdade. Se truncarmos os vértices do cuboctaedro por planos perpendicul ares aos eixos de
simetria de rotagdo (que sdo de grau 2) ndo obtemos quadrados, mas sim rectangulos. E necessario trans-
formar esses rectangulos em quadrados para obtermos o cuboctaedro truncado e e rombicuboctaedro.
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Figura 11. Seis arquimedianos (tetraedro truncado, cubo trun- tetraedro

cado, cuboctaedro, octaedro truncado, cuboctaedro truncado (platonico)
erombicuboctaedro) geradosapartir detrésplatonicos (tetra- 33

edro, cubo e octaedro) por meio de truncaturas ou truncaturas

modificadas. E suficiente utilizar apenas truncaturas dos vér- l

tices. Utilizando truncaturas das arestas, podem encontrar-se
outros processos de geragdo, como por exemplo ha passagem
do cubo ao rombicuboctaedro.

Nota: as dimensdes dos solidos depois dos cortes ndo estéo

integralmente respeitadas, para evitar acabar por ter solidos, tetraedro truncado
depois das truncaturas sucessivas, de tamanho muito reduzi- (arquimediano)
do... 362
cubo cubo truncado cuboctaedro octaedro truncado octaedro
(pl atonlco) (arqw medlano) (arqui med|ano) (aquI medlano) (pl aténico)
(347
posicao
intermédia

cuboctaedro truncado
(arquimediano)
46.8

0 rombicuboctaedro o0 rombicuboctaedro
pode ser gerado l pode ser gerado
apartir do cubo apartir do octaedro
por truncaturas por truncaturas
das arestas das arestas

rombicuboctaedro
(arquimediano)
348

—>

A
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icosaedro icosaedro truncado icosidodecaedro  dodecaedro truncado dodecaedro
(platénico) (arquimediano) (arquimediano) (arquimediano) (platénico)
3P 5.6° (3.5)2 3.10 53
posicao
intermédia

icosidodecaedro truncado
(arquimediano)
46.10

0 rombicosidodecaedro
pode ser gerado

a partir do dodecaedro

por truncaturas das arestas

o rombicosidodecaedro l
pode ser gerado
a partirdo icosaedro
por truncaturas das arestas
rombicosidodecaedro
) (arguimediano)
3454

A

Figura12. A partir do icosaedro (ou do dodecaedro) podemos por truncaturas (ou truncaturas
modificadas) dos vértices chegar aos 5 arquimedianos seguintes: icosaedro truncado,
icosidodecaedro, dodecaedro truncado, icosidodecaedro truncado e rombicosidodecaedro.

Da mesma forma, s6 com uma truncatura seguida de uma
transformac&o dos recténgulos resultantes em quadrados
podemos obter o icosidodecaedro truncado e o
rombicosidodecaedro.

A utilizacdo dos nomes com o prefixo rombi resulta do facto
desses poliedros poderem inscrever-se em solidos com fa
ces rombicas.®

Restam portanto dois arquimedianos, os quais hdo se po- _ .

~ . ~ Figura 13. O cubo achatado, a esquerda, e 0 dode-
dem obter por sucessdes de truncaturas (deste tipo). S80 0S  caedro achatado, a direita. Os simbolos dos vértices
chamados arquimedianos achatados (do inglés snub™): cubo  séo respectivamente 3*.4 e 3*5.
achatado e dodecaedro achatado (figura 13).
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Em 1984, o matemaético francés Jean-Francois Rotgé mostrou que estes dois arquimedianos também se
podem obter do octaedro e do icosaedro mediante truncaturas especiais, nas quais o0 que resta de cada
face do octaedro e do icosaedro é um tridngulo equilatero numa posicéo especia (fig. 14). Nafigura 15
tentamos mostrar como se pode efectivamente obter o cubo achatado.

Se arazéo r adoptada na figura 14 for 1.943 em lugar de 1.839, e se o poliedro de que partimos for o
icosaedro, obtemos o dodecaedro achatado. Diga-se também que pel 0 mesmo processo se pode obter o
icosaedro do tetraedro, fazendo r igual arazéo de ouro — (1+V5)/2.

Cc

XXX

S %

i i i
Figura 14. Em cada uma das fa- ® (i) - (iii)
cesdo octaedro édefinidoumtri- Figura 15. Trés fases da construgéo do cubo achatado. i) Sobre cada uma das faces do

angulo como indicado na figura, Octaedro € desenhado um tridngul o obtido como nafigura 14. Os vértices destestrian-
detal modo que gulos, tomados quatro aquatro, vao definir as seisfaces quadradas. Estéo indicadostrés
desses gruposde vértices. ii) O cubo achatado comegaaser construido, vendo-sejatrés
faces quadradas e algumatriangulares. iii) o cubo achatado est4ja construido; como se
RA PB c vé, pode ser obtido por cortes apropriados do octaedro.

A R B

Estes dois arquimedianos tém algumas caracteristicas de simetria diferentes dos anteriores onze. Nao
tém planos de simetria de reflex&o. Por outro lado, cada um deles tem duas formas em que cada uma é
aimagem num espelho da outra, como uma luva ou uma méo vistas ao espelho (formas enantiomorficas).
Se nafigura 14 os pontos P, Q e R ficassem mais proximos de C, A e B do que dos outros vértices do
tridngulo, o tridngulo colorido ficaria “inclinado para a direita’ e iriamos obter a outra forma possivel
do cubo achatado.

No periodo do Renascimento, diversos artistas e mateméticos se interessaram pel o estudo e representa-
¢do dos poliedros. Veremos como Ucello, ja entre 1420 e 1425, ao desenhar mosaicos na Catedral de S.
Marcos, em Veneza, escolheu um poliedro estrelado como motivo.

Cerca do ano 1480, Piero della Francesca, um dos mais famosos pin-
tores desse periodo e criador da teoria da perspectiva (ver no cap. V,
“Perspectiva e geometria projectiva’), escreveu um tratado sobre os cin-
co solidos regulares, chamado Libellus de cinque corporibus
regularibus. Partes do tratado foram incorporados por Luca Pacioli
(1445-1517), no seu popular compéndio de matematica, Summa de
Arithmetica, geometria, proportione et proportionalita, editado em
Veneza em 1494. Num outro livro de Pacioli, De Divina proportione,
editado em Florenca em 1509, aparecem desenhos de poliedros, em
particular arquimedianos, da autoria de Leonardo da Vinci (fig. 16).
Os desenhos de Leonardo salientam a estrutura dos poliedros, repre-

Figura16. Desenho do dodecae-
dro truncado, por Leonardo da
sentando apenas as suas arestas. Vingi.
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Figura 17. Planificag8o do dodecaedro Figura 18. Reproducdo parcia do retrato de Frei Luca Pacioli com o
desenhada por Direr.t seu aluno Guidobaldo, Dugue de Urbino, por Jacopo de Barbari.

Durer, no tratado ja referido Underveissung der messung, apresenta, possivelmente pela primeiravez, a
ideia de construcdo de solidos a partir da sua planificagdo. O livro inclui planificages de varios poliedros
regulares e semi-regulares.

Nafigura 17 reproduzimos um desenho de Direr daquele tratado, em que aparecem ao mesmo tempo a
planificagcdo de um dodecaedro e duas vistas do dodecaedro.

Durer fez duas visitas a Itdlia, e numa carta escrita em Veneza ao seu amigo Pirkheimer, durante a se-
gunda visita, diz que ira permanecer oito dias em Bolonha onde “aguém lhe quer ensinar os segredos
da perspectiva’.*? Depois dessa visita Direr dedica-se com maior intensidade a estudos de geometria, e
as ligagcOes entre a perspectiva linear e a geometria euclidiana. De acordo com Kemp, sdo evidentes as
influéncias de Piero della Francesca e mesmo de Leonardo da Vinci. O mesmo Kemp especula que pro-
vavelmente o seu ingtrutor foi Pacioli. Este tinha estreitas ligagcGes com Alberti, com Piero della Francesca
e com Leonardo da Vinci. Ha até quem tenha sugerido que é Direr que esta representado com Pecioli
na pintura de Jacopo de Barbari, reproduzida na figura 18. A presenca de um poliedro de vidro nessa
pintura — um rombicuboctaedro — sugere, de acordo com Joseph Malkevitch, que Pacioli construiria
modelos de poliedros em vidro.*3

De acordo com 0 mesmo autor, o interesse de tantos artistas do renascimento pelo estudo e representa
¢do dos poliedros, aém de justificavel pelo conhecido interesse naguele periodo pelo estudo dos auto-
res gregos, nomeadamente pel os Elementos de Euclides, seriatambém provocado pelo desafio que cons-
tituiria a utilizagdo da perspectiva naquela representagéo.

Javimos que Kepler deu importantes contribuigdes ao estudo dos poliedros arquimedianos. Em particu-
lar provou que, além dos prismas e antiprismas, apenas podem existir treze poliedros arquimedianos. A
este respeito € interessante notar, como faz Malkevitch, que de acordo com a defini¢do adoptada por
Arquimedes e por Kepler (em que apenas se exige que 0s vértices sgjam congruentes mas ndo que exis-
ta uma transformacéo de simetria do poliedro que transforme cada um dos vértices noutro qualquer),
existemn 14 e ndo apenas 13 arquimedianos (fig. 19). E narealidade, noutro local, Kepler refere-se a 14
arquimedianos, mas sem acrescentar qualquer outro detal he.
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Figura19. O sdlido dadireita é obtido do rombicuboctaedro, a esquerda, rodando de 45° acaloteinferior. Note-se que os
vértices continuam com os mesmos pol igonos e dispostos da mesma maneira. No entanto, néo existe nenhuma transfor-
magdo de simetria do poliedro que transforme o vértice A no vértice B, por exemplo. N&o é portanto um arquimediano.

Chama-se pseudorombicuboctaedro.

Uma outra categoria de poliedros que surge no periodo do renascimento e que sdo também estudados
por Kepler sdo os estrelados. Num mosaico de Ucello, existente na Catedral de S. Marcos, em Veneza,
aparece-nos um exemplo de um solido desse tipo (fig. 20). Se examinarmos bem afigura, e considerar-
mos que a parte escondida é simétrica da que se vé, podemos intuir que esse poliedro se poderia obter
a partir de um dodecaedro, colando nas suas doze faces outras tantas pirdmides pentagonais regulares,
cujas faces fossem tridngulos equiléteros. Construiriamos assim o solido chamado pequeno dodecaedro

estrelado (fig. 21).

Figura 20. Mosaico de Ucello na catedral de
S. Marcos, em Veneza (1420-1425).

Para compreendermos bem como se geram os solidos estrelados, torna-se conveniente comegar por ver
0 que sdo poligonos estrelados. Comparemos 0 que acontece quando prolongamos os lados de um tri-

Figura 21. Pequeno dodecaedro estrelado,
primeira estrelacéo do dodecaedro.

angulo equilatero e os lados de um pentagono regular (fig. 22).

Figura 22

SPel
VoY
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No primeiro caso, ndo podemos formar um novo poligono constituido pelos lados prolongados, pois
eles ndo se voltam a encontrar. Mas no caso do pentagono regular, os lados prolongados intersectam-se,
e podemos portanto formar um novo poligono com cinco segmentos formados a partir dos lados pro-
longados. Obtemos, de resto, o pentagrama dos pitagoricos. E

um poligono ndo convexo, com cinco lados congruentes. Se
considerarmos gue é regular o poligono de lados congruentes
e angulos formados por pares de lados consecutivos também
congruentes, estamos perante um poligono regular. O {}

Um poligono pode admitir mais do que uma estrelagéo. Na
figura 23 vemos como o heptédgono admite duas estrel agdes.

O processo de obter solidos estrelados é andlogo ao dos poli-

gonos. Se prolongarmos as faces de um dodecaedro, e consi- Figura 23. Heptagono e as
derarmos as suas interseccdes, obtemos a primeira estrelacéo suas duas estrelagoes.

do dodecaedro, um poliedro chamado pequeno dodecaedro estrelado, que ja representamos na figura
21. Note-se que as faces do pequeno dodecaedro estrelado sdo pentagramas. Existem doze pentagramas
como faces, das quais S0 visiveis seis na figura 21.

O dodecaedro admite ainda outras estrelacGes. Se prolongarmos as faces (pentagramas) do pegueno
dodecaedro estrelado, obtemos o grande dodecaedro, cujas faces em numero de 12 sdo de novo
pentégonos regulares (fig. 24). Seis desses pentédgonos sdo visiveis na figura. Se fizermos ainda uma
nova estrelacdo, resulta um sdlido estrelado, o grande dodecaedro estrelado, novamente com 12 faces
gue sdo pentagramas. Esta representado na figura 25, mas como se esta atornar evidente, a representa-
¢80 destes slidos complexos resulta mal a uma cor. Quando se pretende ficar com umaideia de como
sdo estes sdlidos, a Unica solucéo € observar um modelo, e de preferéncia construi-lo.*

Figura 24. Grande dodecaedro, segun- Figura25. Grande dodecaedro estrela-
da estrelagéo do dodecaedro do, terceira estrelagdo do dodecaedro

Nas trés figuras representando as estrel agdes do dodecaedro, deve notar-se que para salientar as faces e
distingui-las se utilizam vérias tonalidades de cor. Cada face — pentdgonos no grande dodecaedro e
pentagramas no pequeno e grande dodecaedros estrelados — tem um tom. Deve também notar-se que
as faces se intersectam, como ja foi observado. Para interpretar estes solidos como verdadeiros polie-
dros, é essencial compreender quais sdo as faces, as arestas e os vértices. Assim, no pegueno dodecae-
dro estrelado, os lados dos pequenos triangul os equilateros ndo sdo arestas. As arestas sdo os lados das
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faces, e as faces s8o pentagramas, ndo sdo tridngul os equilateros. Do mesmo modo, existem falsos veér-
tices deste poliedro, que sdo os vértices dos angulos solidos concavos. Como ndo estdo nas extremida:
des das arestas, ndo sdo verdadeiros vértices do grande dodecaedro.

Se contarmos correctamente as faces, 0s vértices e as arestas do
grande dodecaedro e do pegueno dodecaedro estrelado, veremos
gue sdo em igua ndimero em ambos os poliedros (12 faces, 12
vértices e 30 arestas). Quanto ao grande dodecaedro estrelado, tem
12 faces, 20 vértices e 30 arestas.

Um poliedro platonico que da origem a muitas estrelages é o
icosaedro. Foi ja neste século que Coxeter™ provou a existéncia
de 59 estrelagdes do icosaedro. Muitos dos solidos obtidos nestas
estrelagctes do icosaedro ndo sdo verdadeiros poliedros, mas sim
sdlidos compostos, que estudaremos um pouco mais a frente. Do
ponto de vista histérico, interessa-nos particularmente a 162
estrelacdo do icosaedro, o chamado grande icosaedro, que repro-
duzimos na figura 26, a partir de um desenho do livro de Cundy. Figura 26. O grande icosaedro.
As faces do grande icosaedro sdo triangul os equilateros, em nu-

mero de 20. Os vértices s8o em nimero de 12 e as arestas séo 30.

Que significa a palavra regular quando aplicada a um poligono? Que os lados e os angul os entre lados
consecutivos sao todos congruentes. Embora normal mente se incluaimplicitamente as condi¢des de serem
convexos e de os lados ndo se intersectarem, estas condi¢Bes ndo sdo formuladas explicitamente, em
geral. Assim, nada impede que um pentagrama seja um poligono regular. No caso dos poliedros, regu-
laridade significa que todas as faces sdo poligonos regulares congruentes e que todos os vértices sdo
congruentes (mesmo nimero de faces encontrando-se em cada vértice). Se admitirmos que as faces podem
ser poligonos regulares generalizados (incluindo os pentagramas, por exemplo) e que se podem intersectar,
0s quatro poliedros obtidos por estrelacdo que acabdmos de estudar (as trés estrelacbes do dodecaedro
e a 162 estrelacdo do icosaedro) sdo regulares.

O pegueno dodecaedro estrelado e o grande dodecaedro estrelado foram descobertos por Kepler —
embora ndo hajaindicaces de que Kepler os associou como regulares aos 5 platénicos. Em 1810, Poinsot
(1777-1859) descobre os quatro estrelados, e existem indicaces de que Poinsot compreendeu que num
certo sentido estes quatro poliedros eram regulares. Ndo existe no entanto a certeza que Poinsot ndo
conhecesse a anterior descoberta de Kepler. Em qualquer caso, os quatro estrelados séo conhecidos pelos
poliedros de Kepler-Poinsot.

Assim, adoptando num sentido largo os conceitos de poligonos e solidos regulares, os trabalhos de Kepler
e Poinsot afirmam gue existem pelo menos nove poliedros regulares. Pouco depois das descobertas de
Poinsot, Cauchy provou, em 1813, que apenas podem existir nove poliedros regulares.

A intervencdo de Descartes (1596-1650) na geometria do espaco e na historia dos poliedros esta ligada
auma odisseia por que passou o livro De Solidorum Elementis. O seu manuscrito ficou mergulhado no
Sena por trés dias, depois de um naufragio, foi copiado por Leibnitz em 1676 e perdeu-se em seguida
até hoje. Entretanto a copia de Leibnitz também se perdeu, sendo encontrada 200 anos depois em
Hannover, na Alemanha.

Descartes introduz a nogdo de défice angular ou desvio esférico. (em inglés, angle defect).
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Um ponto no plano esta rodeado, por assim dizer, por um angulo de 360° ou 277. O mesmo acontece a
um ponto sobre uma superficie esférica. Se pensarmos agora num vértice de um poliedro, podemos
considerar que ele estad “rodeado” pela soma dos angulos planos medidos nas faces que concorrem nes-
se ponto. Se considerarmos apenas poliedros convexos (e certamente que, embora néo o diga, erao que
Descartes fazia), a soma dos angulos planos num vértice € sempre inferior a 27, E natural ent&o definir

como défice angular J adiferenca & = 27— (soma dos angulos em torno do vértice).

Ny

\5_ o=rm
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3

dodecaedro icosaedro octaedro cubo tetraedro

Figura 27. O défice angular num dado vértice pode visualizar-se fazendo a planificagdo das
faces do poliedro que concorrem nesse vértice. Nafigura apresentam-se os défices angula-
res, por ordem crescente, nos solidos platénicos.

Por exemplo, nos vértices do tetraedro o défice angular é 180° (trés angulos planos de 60° em cada
vértice), enquanto no icosaedro o défice angular em cada vértice € apenas 60°. Como seria de esperar,
junto de cada um dos vértices, 0 icosaedro “estd mais proximo” de uma esfera do que o tetraedro. O
dodecaedro ainda se aproxima mais de uma esfera (défice angular em cada vértice igual a 36° apenas).
E melhor — do ponto de vista de rolar melhor — construir um dado com um dodecaedro do que com
um icosaedro ou com um cubo.

Um resultado importante descoberto por Descartes refere-se ao défice angular total dos poliedros regu-
lares. O défice angular total de um poliedro é a soma dos défices angulares. Descartes prova no seu
livro que

O défice angular total de um poliedro regular éigual a 47r.

Como é de prever, a partir deste resultado, que imp&e uma condicéo forte para um poliedro ser regular,
€ possivel demonstrar que existem apenas cinco poliedros convexos regulares.®

V+F-A=2

A controvérsia sobre a formula de Euler a as sucessivas demonstracoes e refutacdes da sua validade
constitui por si sO uma “histéria da geometria’ fascinante.'’
Numa carta a Christian Goldbach, em 1750, Euler refere-se a sua descoberta de que num poliedro
V+F-A=2,sendoV, F e A respectivamente o0 nimero de vértices, faces e arestas do poliedro. Ini-
ciamente, Euler fez extensas verificacOes da sua conjectura, para diversos tipos de solidos — prismas,
pirdmides, etc. — e ndo apresentou nenhuma demonstracdo, dizendo apenas que

Devo admitir em primeiro lugar que ainda ndo consegui uma demonstracdo rigorosa deste teorema... Como,

em todo o caso, a sua verdade foi estabelecida em tantos casos, ndo pode haver dividas que € verdadeiro
para qualquer solido. Portanto a proposicéo parece satisfatoriamente demonstrada.’®

Mais tarde, Euler apresenta uma demonstracéo.’® No entanto, tal como Descartes e anteriormente Eu-
clides, Euler ndo diz a que tipo de poliedros se esta a referir. E ndo consegue apresentar uma demons-
tracao aceitavel.
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Este € apenas 0 comego da longa histéria das “provas e refutagbes’ da formula (ou teorema) de Euler.
Matematicos como Legendre, Cauchy, Gergonne, Steiner, Von Staudt e outros menos conhecidos esti-
veram envolvidos nesta longa polémica descrita no livro de Lakatos.

Um dos maiores motivos da controvérsia resulta da indefinigéo do termo poli- N %
edro. Por vezes as demonstragdes, como no caso da de Cauchy em 1813, pres- ‘
supunham que o poliedro era topologicamente equivalente a uma superficie

esférica.® Nesse caso, um simples contra-exemplo, como o da figura 28, bas-
tava parainvalidar a demonstragdo e mesmo a generalidade com que era enun-
ciado o teorema. Vé&-se imediatamente que aformulade Euler ndo évdidapara | -
este solido, pois V + F — A =16 +16 —32 =0. Quanto a demonstracéo apresen-

tada por Cauchy, baseava-se na possibilidade de retirar umaface ao poliedro e

em seguida deformé-lo continuamente até o estender sobre uma superficie plana, sem o rasgar. Ora no
contra-exempl o, que ndo é topol ogicamente equivalente a uma superficie esférica (mas sim a um toro),
tal ndo é possivel. Tais contra-exempl os eram apelidados de “monstros’ na época, por ndo verificarem
aformula de Euler.

Noutros casos, como na demonstracéo de Legendre, o tipo de poliedros para os quais se fazia a de-
monstracéo — poliedros convexos — era demasiado restrito, pois a demonstracdo era vaida para uma
classe mais larga de poliedros.

E interessante observar a propdsito que o pequeno dodecaedro estrelado e o grande dodecaedro n&o
verificam o teorema de Euler.

Figura 28

De acordo com J. Malkevitch, o primeiro estudo sistemético da dualidade nos poliedros deve-se aE. C.
Catalan, que num texto intitulado “Mémoire sur la théorie des polyédres’, publicado em 1865, apresen-
ta alista dos duais dos poliedros arquimedianos.?

Uma unificag8o do conceito de dualidade que seja apropriado para uma categoria muito geral de polie-
dros ndo esta feita e sera mesmo porventura impossivel .2 Vamos limitar-nos a apresentar o conceito de
dualidade para os poliedros convexos, e em particular para os platénicos e arquimedianos.

Qualquer sdlido platénico ou arquimediano pode ser inscrito numa superficie esférica. Se, no caso de
um solido platonico, imaginarmos o plano tangente a respectiva superficie esférica em cada um dos
vértices e se tomarmos esses planos como os planos das faces de um novo poliedro, este sera também
platénico. Se partirmos de um tetraedro, obtemos de novo um tetraedro. Se partirmos de um cubo, ob-
temos um octaedro e vice-versa. Se partirmos de um dodecaedro, obtemos um icosaedro e vice-versa.
Assim, dizemos que o cubo é dua do octaedro (e vice-versa), que o dodecaedro € dual do icosaedro (e
vice-versa) e que o tetraedro € dual de si proprio, ou autodual. Note-se que se unirmos os pontos cen-
trais dos pares de faces adjacentes de um cubo obtemos também um octaedro. Os dois octaedros séo
semelhantes, pois existem dilagBes com centro no centro do cubo que transformam qualquer deles no
outro. Qual deles € o dua do cubo? A pergunta ndo tem sentido, pois o conceito de dualidade ndo se
aplica a poliedros concretos mas a classes de poliedros. O gque podemos dizer € que o dua do cubo
(entendendo a palavra cubo como a classe de todos os cubos) é o octaedro (entendendo por octaedro a
classe de todos os octaedros). Portanto os dois métodos que apresentamos para encontrar “o dua” ser-
vem para encontrar representantes do poliedro dual.

A mesma construcdo a partir dos planos tangentes, no caso dos arquimedianos, leva-nos aos poliedros
duais destes, os chamados sdlidos de Catalan. As faces ndo sdo poligonos regulares, mas sdo todas
congruentes. Na figura 29 esta representado um dos sdlidos de Catalan, o dual do cuboctaedro. As faces
s30 12 losangos e por isso se chama dodecaedro rémbico.
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Relacionados com os poliedros duais, aparecem os solidos com-
postos. Podem também resultar de estrelagbes. Por exemplo, da
estrelacdo do octaedro surge a stella octangula, que encontrdmos

no inicio do cap. Ill. Trata-se de um solido composto de dois
tetraedros, portanto pode também considerar-se como composto
de um poliedro e do seu dual, numa posicéo especial. Podemos
da mesma forma considerar o solido composto de um octaedro e
do seu dual (o cubo), obtido colocando as arestas do cubo con-
correntes com as do octaedro e perpendiculares no ponto médio.
A figura 30 mostra esse solido composto.

Figura 29. Dodecaedro rémbico, dual
do cuboctaedro.

/AN

re
=

Figura 30. A esquerda esta o solido composto do octaedro e do cubo, seu dual. Na figura do meio, vemos
como ainterseccdo do octaedro e do cubo, nesta posi¢ao, tem como resultado o cuboctaedro. Nafigura da
direitavemos como o solido envolvente do sdlido composto € o dodecaedro rémbico, dual do cuboctaedro.

Como estrelagbes do icosaedro podem obter-se vérios sdlidos compostos, como por exemplo o com-
posto de 5 tetraedros (fig. 31). O sdélido comum a estes 5
tetraedros € um icosaedro.

Por outro lado, o solido envolvente dos 5 tetraedros € um dode-
caedro, do qua apenas indicamos na figura, a tracejado, o con-
torno de uma das faces.

Durante 0 século XX 0s poliedros continuaram a merecer a aten-
¢do dos matematicos. O gedmetra canadiano Coxeter dargaain-
damais o conceito de regularidade, admitindo poligonos néo pla-
nos e com um ndmero infinito de lados, estuda exaustivamente
as estrelages do icosaedro, e publica a obra fundamental Regu-
lar Polytopes. Neste livro, os poliedros em espagos de dimen- Figura31. Estrelagso do i cosaedro dan-
sdes maiores do que 3 sdo estudados sistemati camente. do origem aum sdlido composto por 5

~ . . tetraed
Comega a ser estudada uma questéo que em principio deveria raedros.
ter merecido a atencdo dos matematicos ha mais tempo: quantos poliedros convexos, em gue as faces
s80 poligonos convexos regulares, existem? Em 1960 Norman Johnson conjectura que existem 92, além
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dos platénicos e dos arquimedianos, incluindo os prismas e antiprismas regulares. Nove anos depois, a
conjectura é demonstrada por Johnson, Griinbaum e Zalgaller.?

Entretanto um resultado parcial tinha sido demonstrado em 1947 por Freudenthal e por van der Waerden:
existemn ao todo 8 poliedros convexos cujas faces sdo tridngul os equiléteros.2* Num livro publicado qua-
tro anos depois Cundy e Rollett propdem o nome de deltaedros para esta familia de poliedros.®

Dos oito deltaedros, trés sdo bem conhecidos: o tetraedro, o octaedro e o icosaedro. Além disso, dois
tetraedros unidos por uma face formam uma bipirdmide triangular — que é um deltaedro —, e se unir-
mos pela base duas pirédmides pentagonais cujas faces sgjam tridngulos equiléteros obtemos mais um
deltaedro. Os trés restantes tém respectivamente 12, 14 e 16 faces. Os Ultimos cinco estéo representa-
dos na figura 32.

R Y

Figura 32

Note-se que os deltaedros tém uma sequéncia de faces iguais a 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 e 20. Deveria
portanto existir um deltaedro com 18 faces... Se contarmos 0s Vértices e as arestas, existe a mesma la-
cunague deveria ser preenchida pelo tal deltaedro que falta. Mas Freudenthal e van der Waerden prova-
ram que esse tetraedo ndo existe.

NOTAS

1 Ver nota 6, pag. 54.

2 Victor Katz, History of Mathematics, An Introduction. Esta Histéria da Matemética, recente e muito completa, que inclui
muita informagdo sobre matemética ndo europeia, € geralmente considerada uma das melhores disponiveis neste momento.

% O papiro de Moscovo, contém, como o de Rhind, uma coleccdo de problemas. De acordo com V. Katz, obra citada, foi
comprado em 1893 por V. S. Golenishchev e vendido posteriormente ao Museu de Belas Artes de Moscovo.

4 V. Katz, obra citada, pag. 3.
5 Heath, A History of Greek Mathematics, vol. |, pags. 327 a 329.

6 Esta traducdo faz parte de uma publicacdo em preparacdo (na Associacdo de Professores de Matemética) sobre Poliedros,
resultado de um conjunto de trabalhos sobre este tema escritos por professores participantes num Curso de Especiaizagéo
realizado em 1993 no Departamento de Educagdo da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa. A traducdo estava
incluida num dos dois traba hos sobre sélidos platénicos, da autoria de Maria Helena Cunha, Maria Irene Moreira, Maria
Irene Segurado e Maria Manuel Marques. Os restantes trabal hos a integrar nessa publicagdo sdo: Sdlidos Platénicos
(Fernanda Coelho, M. Julieta Silva, Teresa Aragéo), Poliedros Arquimedianos (Fernanda Cunha, M2 Antonieta Raposo, M2
Dina Rego de Almeida, M2 Fatima P. de Almeida), A Familia dos Deltaedros (M2 Rosé&rio Almeida, M2 Teresa Lopes,
Raguel Escorcio), Prismas e Antiprismas e seus Duais (llda Lopes, Maria Fernanda Carvaho), Os Poliedros de Kepler-
Poinsot e outros Poliedros e Sdlidos Estrelados (Helena Maria Paradinha, Maria José Boia, Maria Romana Reis) e
Poliedros que Preenchem o Espaco (Ana Vieira, Fatima Santos, Liseta Santos, Margarida Oliveira). Parte da inspiragéo do
autor para escrever o presente texto sobre poliedros resulta desse éptimo conjunto de trabalhos, que se espera venham a ser
publicados no futuro.

" Hesath, Elements, vol. XII1, pag. 507.

8 O livro em castelhano El Mundo de los Poliedros, de Gregoria Guillén Soler, publicado na colec¢do Matematicas: Cultura
y Aprendizaje, € muito completo e pode servir de livro base para o estudo dos poliedros.

® Ver Gregoria Soler, obra citada, pags. 126 e 127.
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10 No que diz respeito ao nome snub e a sua traducdo portuguesa, foi Kepler quem atribuiu nomes aos poliedros arquime-
dianos, em particular o nome de “simus’ (a palavra latina, de origem grega, para nariz achatado) a estes dois arquimedia-
nos. A palavra snub deriva do termo latino (em inglés snub nose significa nariz achatado) Parece portanto apropriado
designar os dois sdlidos por cubo achatado e dodecaedro achatado. (informagdo fornecida por John Fauvel)

2 Reproduzida a partir do livro The Science of Art, de Martin Kemp.

2 Kemp, obra citada, pag. 54. O livro de Kemp trata longamente das relacfes entre Diirer e a geometria, e descreve em
detalhe o contelido do tratado de Diirer Underweyssung der messung.

18 Ver “Milestones in the History of Polyhedra’, uma contribuicdo de Malkevitch para o livro organizado por Senechal e
Fleck, Shaping Space, a polyhedral approach. Este texto de Malkevitch contém dados importantes sobre a histéria dos
poliedros, e foi seguido de perto nesta “histéria da geometria’.

14 Existem dois livros que podem apoiar a construgdo destes solidos, se o leitor estd decidido a fazé-lo. Trata-se de
Mathematical Models, de Cundy e Rollet, e Polyhedral Models, de Wenninger. A reproducéo do grande icosaedro, na figura
26, é tirada do livro de Cundy, pois é de mais dificil compreensdo a uma cor.

5 H. M. S. Coxeter € um dos maiores gedmetras do séc. XX, e grande impulsionador do estudo da geometria, em particular
dos poliedros. De origem canadiana, e ainda vivo (em 1997), é autor de numerosos livros de geometria, entre os quais
Introduction to Geometry e Regular Polytopes, sendo o primeiro um tratado muito completo, abordando praticamente todos
0s temas principais da geometria, e 0 segundo um estudo exaustivo dos poliedros regulares de dimensdo 3 e superior a 3
(os chamados politopes).

16 K appraff, Connections, pags. 273 a 275.

17O leitor interessado em conhecer esta histéria ndo deve deixar de ler o livro de Imre Lakatos, Proofs and Refutations, The
Logic of Mathematical Discovery. Trata-se de um livro importante e controverso que expde, de modo brilhante, as ideias de
Lakatos sobre a natureza da descoberta e criacéo mateméticas, opostas a concepgdo da matematica como acumulagdo
pacifica de verdades estabelecidas. A primeira parte do livro passa-se numa aula de ficgdo, em que sucessivas tentativas de
demonstracdo da formula de Euler sdo tentadas pelo professor e refutadas pelos aunos, num paralelo com a prépria histéria
verdadeira, contada em notas de rodapé.

18 Ver Lakatos, obra citada, pag. 7, nota 2.

1% |dem

2 |dem, pég.8.

2 Ver texto referido na nota 13 anterior.

2 Texto de Griinbaum e Shephard, “Duality of Polyhedra’, in Senechal e Fleck, Shaping Space, a polyhedral approach .

= Malkevitch, texto referido na nota 13.

2 |dem.

% Cundy, obra citada.

BIOGRAFIAS BREVES

Catalan, Eugéne Charles (1814-1894). Matemético belga, foi professor de geometria descritiva na Ecole Polytechnique, de
onde tinha sido expulso como aluno anos antes, devido as suas ideias politicas de extrema esquerda. Trabalhou em fraccGes
continuas e em teoria dos nimeros. Como se refere no texto, estudou os duais dos poliedros arquimedianos, agora chama-
dos solidos de Catalan.

Cauchy, Augustin-Louis (1789-1857). Matematico francés conhecido pelos seus trabalhos em andlise (séries infinitas,
equacdes diferenciais), teoria das permutacdes, probabilidades e fisica matemética. Demonstrou, para um caso particular de
poliedros, a formula de Euler, e que o nimero maximo de poliedros regulares € nove. Mantendo péssimas relagdes com os
seus colegas cientistas, sdo célebres os seus erros de apreciacdo dos trabalhos de Galois e de Abel.

Euclides (c. 365 - ¢ 300 a.C.). Pouco se sabe sobre Euclides, excepto o facto de ter ensinado em Alexandria, no Egipto. E
conhecido pelos Elementos e por outros livros desaparecidos na sua maior parte. Parte dos Elementos foram publicados em
portugués em 1855, na Universidade de Coimbra, a partir da edicdo latina de Frederico Commandino, e estéo disponiveis
na Internet em edicdo digital, no endereco http://www.mat.uc.pt/~jaimecs/euclid/elem.html.

Euddxio (c.408 - 355 a.C.). Estudou medicina na ilha de Cnido, junto da Asia Menor, onde nasceu. Em Atenas, frequentou
aAcademia de Plat8o, e estudou filosofia e matematica. Segundo V. Katz (History of Mathematics, An Introduction) é a
Euddxio que se deve ter tornado a astronomia uma disciplina matemética, através da utilizagdo da geometria esférica.
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Euler, Leonhard (1707-1783). Tendo nascido na Suica, Euler viveu e trabalhou durante muitos anos na Rissia, em S.
Petersburgo, e depois em Berlim, na Academia das Ciéncias, durante vinte e cinco anos, e de novo na Rissia, onde morreu
com 76 anos. Euler tem trabalhos importantes em muitas areas da matematica, como a geometria, a andise e a teoria dos
ndmeros. Tendo cegado praticamente aos 31 anos, continuou a trabalhar até ao fim da vida, tendo sido o mais produtivo
matemético da sua época.

Gergonne, Joseph Diaz (1771-1859). Oficial de artilharia e professor de matemética francés, dedicou-se a geometria
projectiva, onde introduziu o principio da dualidade. Apresentou uma solugdo engenhosa para o problema das circunferénci-
as tangentes de Apolénio (ver cap. 11, pag. 95).

Kepler, Johannes (1571-1630). Kepler é sobretudo conhecido pela sua descoberta de que as Orbitas dos planetas sdo €lipses
e pelas trés leis sobre o movimento dos planetas, resultados publicados nas suas obras Astronomia Nova (1609) e
Harmonices Mundi (1619). S8o também importantes os seus trabalhos em geometria, nomeadamente em relagéo aos
poliedros estrelados e de Kepler-Poinsot.

Pacioli, Luca (1445-1517). Frade franciscano, publicou em 1494 a Summa de Arithmetica, Geometrica, Proportioni et
Proporcionalita em dialecto toscano, livro que, segundo Victor Katz, ndo contém descobertas originais mas teve imensa
influéncia devido a sua expansao, pelo facto de ter sido um dos primeiros textos matematicos a ser impressos.

Poinsot, Louis (1777-1859). Matemético francés, Poinsot estudou na Ecole Polytechnique e trabalhou no Bureau des
Longitudes. Em 1809 escreveu um trabalho importante sobre poliedros, descobrindo, independentemente de Kepler, os
quatro poliedros estrelados que, juntamente com os cinco platdnicos, constituem os nove poliedros regulares.

Teeteto (c. 415-c. 369 a.C.). Teeteto nasceu em Atenas e trabalhou em matemética na Academia de Platdo. Parece dever-se
a ele aidentificagdo e as propriedades de pelo menos parte (octaedro e icosaedro) dos poliedros platénicos, e de parte do
conteudo do vol. XI1l dos Elementos de Euclides.

von Staudt, Carl Georg Christian (1798-1867). Matemético alem&o, publicou diversos trabalhos sobre geometria projectiva.
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