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Introducao

A presente dissertacao insere-se no &mbito da Teoria dos Polinémios Ortogonais
e das Fungoes Especiais, nos dominios da Analise e da Teoria da Aproximagao,
bem como das suas aplicacoes, incluindo o estudo de certos operadores de Jacobi,
na descrigao dos correspondentes espectros e espectros essenciais.

Antes de descrever os problemas centrais a tratar, é conveniente introduzir
algumas nog¢oes preliminares. Sejam u : C[z] — C uma funcional linear e (py,)n
uma sucessao de polinémios em Clz] tal que p,, tem grau n para todo o n. Diz-se
que (pp)n € uma sucessdo de polinémios ortogonais (SPO) a respeito de u se

existe uma sucessao de nimeros complexos nao nulos, (ky)n, tal que
(W, ppPm) = kndnm , n,m € Ny, (1)

onde 6, ,, designa o sfmbolo de Kronecker. Se cada p,, é um polinémio ménico, a
SPO (pn)n diz-se uma sucessao de polindmios ortogonais ménicos (SPOM); e se
kn, = 1 para todo o n, a SPO (p,,),, diz-se uma sucessao ortonormada. Constata-
se facilmente que polinémios correspondentes do mesmo grau de quaisquer duas
SPO’s (pn)n € (Gn)n a respeito de uma mesma funcional linear u diferem por
um factor constante, i.e., existe uma sucessao de nimeros complexos nao nulos,

(Cn)na tal que

Gn(x) = Cppn(z), n=0,1,2---.

Assim, sem perda de generalidade, pode passar-se a uma normalizagao adequada
no estudo de uma dada SPO (e.g., a SPO dos polinémios monicos, ou a dos
polinémios ortonormados, ou qualquer outra de maior conveniéncia).

Um resultado fundamental da Teoria dos Polinémios Ortogonais, usualmente
atribuido a J. Favard, estabelece que uma sucessao de polindémios, (p,)n, tal que
graup, = n para todo o n, é uma SPO a respeito de alguma funcional linear

u: C[z] — C se e s6 se existem sucessoes de ntimeros complexos (i )n, (Bn)n

vii
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e (Yn)n, cOom apyn+1 # 0 para todo o n, tais que (pp), satisfaz a relagdo de

recorréncia a trés termos (RRTT)

Tpn(x) = anPri1(x) + Bupn (@) + Ypn—1(z), n=0,1,2,-- | (2)

com condigdes iniciais p_1(z) = 0 e po(x) = constante # 0. Note-se que se
po(xz) =1 e a, =1 para todo o n entdao (p,), é uma SPOM. Por outro lado, se
po(x) = u51/2 e ayp = Yn41 para todo o n > 0, onde ug := (u, 1) (momento de
ordem 0 de u), entdo (p,), € uma sucessao ortonormada.

Por um teorema de representagio (cf. e.g. [19, Cap.II], [32, Cap.2]) se
Yn > 0 e B, € R para todo o n entdo a funcional u a respeito da qual (p, ), é

ortonormada admite uma representagao integral do tipo

(u,p) := /Rp(w)du(w% p € Clz],

onde p é uma medida definida sobre os borelianos de R com momentos de todas

as ordens finitos e cujo suporte
supp(p) :={z e R | p(x — 6,24+ 0) >0, V§ > 0}

é um conjunto infinito. p é chamada medida de ortogonalidade de (py, )., e diz-se
que (pn)n € ortogonal no sentido definido-positivo, a respeito da medida u. Se
as sucessoes (Bn)n € (Vn)n s@0 ambas limitadas, a medida de ortogonalidade p
é tinica [32, pg.32]. E importante reter que, dada uma SPO (p,), caracteri-
zada pela RRTT (2) e ortogonal no sentido definido-positivo, a correspondente
medida de ortogonalidade, u, pode determinar-se, do ponto de vista tedrico,
recorrendo ao chamado Teorema de Markov, o qual, na sua versao mais simples,
estabelece que, sob certas condigoes, e considerando, sem perda de generalidade,

que (pn)n € uma sucessao ortonormada,

1 Pfll,)l(z) [ dp(x) _
L P [ O  pan) e C\eofun()  (3)

(co(supp(p)) designa o involucro convexo de supp(u)), sendo a convergéncia
uniforme em todos os subconjuntos compactos de C \ co(supp(p)). Na igual-
dade (3), ( 511)),1 é a sucessao dos chamados polinémios associados (ou polinémios
numerador) que sao definidos por uma RRTT do tipo (2), mas efectuando a mu-
danca n ~ n + 1 nos coeficientes que figuram na relacdo de recorréncia. A
fungdo F'(-;du) chama-se fungdo (ou transformada) de Stieltjes da medida u. O

conhecimento desta funcao permite determinar p através da férmula de inversao
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de Stieltjes:

b
p(a.) + g{a)) + 5ulh) = tim ~ [ (Pl —icidp) da

—0t

Estes e outros resultados bésicos da Teoria do Polindémios Ortogonais serao
recordados com maior pormenor no Capitulo 1, no qual serao também apre-
sentados alguns exemplos de SPO’s bem conhecidas na literatura e que irao
desempenhar um papel importante nos capitulos subsequentes.

Dada uma funcional linear u : C[z] — C, se esta funcional for regular (i.e.,
existe uma SPO a respeito de u), coloca-se, naturalmente, o problema da deter-
minacao da correspondente SPO (a qual é definida de modo tnico a menos de
uma normaliza¢do adequada). Mais geralmente, dadas uma ou vérias funcionais
regulares, ligadas por alguma relagao (tipicamente, uma relagdo algébrica), o
problema da determinagao das correspondentes SPO’s ou de alguma relagao
entre estas, diz-se um problema directo. Por outro lado, chama-se problema in-
verso a um problema que consiste em, dadas uma ou varias SPQ’s satisfazendo
certas relagoes entre si, determinar relagoes entre as correspondentes funcionais
lineares (a respeito das quais aquelas SPO’s sdo ortogonais). Note-se que no
caso definido-positivo o problema inverso trata da determinacao de medidas de

ortogonalidade, ou de relagoes entre estas.

O objectivo principal desta dissertacao é o estudo de dois problemas inversos.
O primeiro destes problemas seréd analisado nos capitulos 2 e 3. O segundo seré

tratado nos capitulos 4 e 5.

No Capitulo 2, discute-se um problema inverso envolvendo duas familias
)
de polinémios ortogonais e suas derivadas, relacionadas por uma relagao de

estrutura linear. O problema em anélise é o seguinte:

(P1) Sejam (Pn)n € (Qn)n duas SPOM’s cujas derivadas de ordem m e k
(resp.) satisfazem a relagdo algébrica

N

Z Ti,n 1§m1)+m Z Si nQn H—k ) (4)

i=0
para todo o n > max{M, N}, onde M e N sao nimeros inteiros nao negativos,
e Tin € Sin SAo numeros compleros que satisfazem certas condigdes naturais,
com a convengao r;n, = S;n = 0 se n < i. Caracterizar as funcionais lineares

(regulares) w e v correspondentes (resp.) as sucessoes (Pp)n € (Qn)n-
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Em (4), adoptdmos a notagao pm) para representar a derivada de ordem m
de um polinémio P, sendo o “ ponto” introduzido para evitar eventuais confusoes
de notacao, por termos reservado a notacio PU™ para designar os polinémios
associados (como é usual na literatura da especialidade!). A solugéo do problema

(P1) sera apresentada no Capitulo 2, e deu lugar a seguinte publicagio [37]:

M.N. de Jesus, J. Petronilho: On linearly related sequences of derivatives of or-
thogonal polynomials, Journal of Mathematical Analysis and Applications 347 (2008)
482-492.

Assumindo, sem perda de generalidade, que 0 < m < k, neste trabalho
provamos a existéncia de quatro polinémios ®Ppsym4i € YNyk+i, COM graus

M+m+ieN+k+i (resp.), tais que
DF ™ (@ pmgit) = Unypyv, i=0,1,

onde a derivada de ordem k£ — m, bem como o produto & esquerda de uma
funcional por um polinémio sao definidos no sentido usual da Teoria das Dis-
tribuicoes. Se k = m, a igualdade anterior implica que u e v estao relacionadas
por uma modificagao racional. Se k = m + 1, entao u e v sao funcionais semi-
classicas as quais estao ainda relacionadas por uma modificacao racional.

A relagao algébrica (4) é motivada pelo estudo dos chamados polinémios
ortogonais de Sobolev, quando as funcionais u e v admitem representagoes
integrais em termos de medidas de Borel u; e ps (resp.) que induzem um

produto interno de Sobolev do tipo

+oo +oo
<f,g>s=/ fgduz+>\/ flg'dp, (5)

— 00 — 00

onde A\ é uma constante positiva. A ortogonaliade de tipo Sobolev tem atraido
atengao assinalavel nas duas tltimas décadas, especialmente ap6s um impor-
tante trabalho de A. Iserles, P. E. Koch, S. P. Ngrsett, e J. M. Sanz-Serna
[35], no qual se introduziu a nocao de par coerente de medidas. As SPOM’s
associadas a pares de medidas coerentes sdo descritas pela relagdo (4) na situ-
agao em que (N, M, m,k) = (0,1,0,1). K. H. Kwon, J. H. Lee e F. Marcellan
[42] estudaram os polindémios ortogonais de Sobolev descritos por (4)—(5) para
(N, M,m,k) = (0,2,0,1), enquanto que o caso (N,M,m,k) = (1,1,0,1) foi
estudado por A. M. Delgado e F. Marcellan [21]. Observemos ainda que o caso
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m =0,k =1, N =0e M arbitrario foi analisado por F. Marcellan, A. Martinez-
Finkelshtein e J. Moreno-Balcazar em [51]. O caso m = k = 0, com M e N
arbitrarios, foi estudado por J. Petronilho [79].

O caso especial em que m = 0 e k = 1 na relagdo de estrutura (4), com
M e N arbitrarios, conduz a nogao de par (M, N)—coerente de medidas (ou,
mais geralmente, de funcionais regulares), que sera introduzida e estudada no
Capitulo 3. Neste capitulo estudam-se SPO’s de Sobolev oriundas de pares
(M, N)—coerentes. Sera estabelecida uma propriedade algébrica fundamen-
tal, ligando os polinémios de Sobolev e os polindémios standard, generalizando
propriedades conhecidas (cf. [35, 14, 42, 51]). Tal propriedade permite obter
os coeficientes de Fourier-Sobolev de uma fungdo f (pertencente a um espago
de fungoes apropriado) a respeito dos polindmios ortogonais de Sobolev as-
sociados ao produto interno (5), considerando que {dus,dp1} € um par de
medidas (M, N)—coerente. O espago de fungdes (tipo Sobolev) apropriado,
WH2(R, dp, dpg), devera conter as fungoes f € L7 (R) tais que f' € LZ (R),
onde Li (R) e LfQ (R) s@o espagos de Lebesgue definidos de maneira natural.
Assim, dada uma fungao f € W12(R,duy, dus), pode-se considerar a série de
Fourier-Sobolev a respeito da SPOM de Sobolev (S3), associada ao produto

interno de Sobolev (5):

F)~ 3 s, ()

n=0 """
sendo os coeficientes de Fourier-Sobolev dados por ¢, = ¢, (A) 1= f—:, onde
fa = a0 = (£iS2)s s 80 =sa(X) = (S, S2)s = 1S3 (7)
para todo n = 0,1,2,---. Em [35] Iserles et. al. estabeleceram um algoritmo

eficiente para calcular os parametros f, e s, no caso em que o produto interno de
Sobolev provém de um par de medidas coerente. Este algoritmo foi generalizado
por K. H. Kwon, J. H. Lee e F. Marcellan [42] para produtos internos de Sobolev
associados a pares de medidas (2,0)—coerentes. Nesta dissertagido obtém-se uma
extensao destes algoritmos para produtos internos de Sobolev associados a pares
de medidas (M, N)—coerentes, com M e N arbitrarios. Este algoritmo permitira
também estabelecer uma equagéo de diferengas de ordem K := max{M, N} para
a sucessao (sp), das normas de Sobolev para um dado par (M, N)—coerente.
Serdao ainda apresentados exemplos de pares (M, N)—coerentes, bem como da
construgao das correspondentes séries de Fourier-Sobolev. Os resultados obtidos

no Capitulo 3 estao contidos no seguinte trabalho [39]:
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M.N. de Jesus, J. Petronilho: Sobolev orthogonal polynomials and (M, N')—coherent

pairs of measures. (Submetido)

O Capitulo 4 centra-se no estudo de um outro problema inverso, relacionado

com transformagoes polinomiais:

(P2) Seja (Py,), uma SPOM. Determinar condigdes necessdrias e suficientes
para que exista uma outra SPO (Q,)n tal que a sucessao (Py,)y, possa ser descrita

por uma transformacao polinomial do tipo
Pnk+m(117) :em(x)Qn(ﬂ-k(I))a TL:0,172,"' )

onde k e m sao nimeros inteiros firos, comk >2e0<m < k—1, ewy e0,, sao
polindmios fizos de graus k e m, respectivamente. Sob tais condigdes, descrever
as relagoes algébricas e analiticas relativas as sucessoes (Pp)n € (Qn)n. Em
particular, no caso definido-positivo, determinar uma expressao explicita para a

medida de ortogonalidade para (P,), & custa da medida para (Qn)n.-

Para m = 0 o problema (P2) foi analisado por J. Charris, M. E. H. Ismail
e S. Monsalve [16], bem como por J. Geronimo e W. Van-Assche [28], quer do
ponto de vista algébrico (determinagao do polinémio 7 que induz a transfor-
magao polinomial e da nova sucessao (@), bem como relagoes algébricas entre
as sucessoes (Py)n € (Qn)n), quer do ponto de vista analitico (determinagéo das
relagoes entre as transformadas de Stieltjes e as medidas de ortogonalidade as-
sociadas as sucessoes (Pp,), € (Qn)n, considerando o caso defininido-positivo).
Por outro lado, para k = 2 e k = 3 o problema (algébrico e analitico) foi estu-
dado por F. Marcellan e J. Petronilho [56, 57, 53, 54]. Para um k arbitrario e
m = k — 1 a solugdo da parte algébrica do problema foi apresentada em [24].
Neste tdltimo trabalho nao se estudou o problema analitico (para m = k — 1),
o qual viria a ser o tema central da dissertacdo de Mestrado [36]. Utilizando
as técnicas e resultados descritos nos trabalhos [28, 16, 54, 6, 36], bem como
em resultados gerais da Teoria dos Polinémios Ortogonais, é possivel concluir
que uma das caracteristicas do tipo de relagao descrita pelo problema (P2) se
traduz no facto de a medida de ortogonalidade da SPO (P,),, se poder obter
explicitamente em fungdo da medida de ortogonalidade da SPO (@,,),. Com
efeito, provaremos que, sob certas condigoes, (P, ), é ortogonal a respeito de
uma medida cujo suporte esta contido numa reuniao de k intervalos—definidos

pela transformacio polinomial inversa 7, *([¢,7]), onde [, 7] é o verdadeiro in-
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tervalo de ortogonalidade (menor intervalo que contém todos os zeros) da SPOM

(Qn)n—explicitamente definida, a menos de um factor constante, por

B Ui nk—l—m(x) dog (T(CL‘))
dop(z) = ; M; 6(x — z;)da + Xﬂ_;l(]&n[)(l') e @)
onde My, - - -, M, s@o constantes nao negativas (“massas”) explicitamente deter-

minadas em funcao dos valores da transformada de Stieltjes associada a medida

dog nos zeros z1, - - -, Zy, do polinémio 6, 6(z—z;) é a medida de Dirac no ponto

ZeX i é a fungdo caracteristica do conjunto 7, ' (J¢,n[). Os resultados
7\'k s

obtidos no Capitulo 4 foram objecto da seguinte publicacao [38]:

M.N. de Jesus, J. Petronilho: On orthogonal polynomials obtained via polynomial
mappings, Journal of Approximation Theory (2010), doi:10.1016/j.jat.2010.07.012.

[35 paginas|

Apos o estudo de (P2) procuraram-se aplicagoes dos resultados obtidos. De
facto, consequéncias e aplicacoes de natureza diversa estao associadas ao estudo
de (P2), como se poe em evidéncia, entre outros, nos trabalhos [31, 28, 56, 53, 40,
24, 6], envolvendo, por exemplo, aplicagoes & Fisica (e.g., & Mecanica Quantica,
na descricao do chamado hamiltoniano de certos sistemas fisicos, designados por
“chain models” ) e a Algebra Linear (no calculo dos valores e vectores proprios
de matrizes tridiagonais k—Toeplitz, bem como na determinagao explicita das
inversas destas matrizes). Por outro lado, aplicagdes incluindo o &mbito das
Teorias dos Polinémios Ortogonais (quer na recta real, quer na circunferéncia
unitaria) e dos Operadores (em particular, dos operadores de Jacobi) foi também
um dos aspectos abordados neste estudo. No tocante as aplicagoes & Teoria dos
Operadores de Jacobi (dos quais sdo casos especiais os operadores de Shrodinger
discretos), apresentam-se provas alternativas as existentes na literatura envol-
vendo a descrigao do espectro dos chamados operadores de Jacobi periddicos (e
assimptoticamente periddicos), bem como perturbagdes compactas destes (cf.
e.g. [30, 3, 66]). Em particular, clarifica-se uma questao colocada por A. Maté,
P. Nevai e W. Van-Assche em [66] envolvendo o espectro de tais operadores.

Existe uma vasta literatura sobre a ligacao entre a Teoria dos Polinémios
Ortogonais e a Teoria de Operadores. Para descrever sucintamente esta ligagao,

considere-se uma SPO (p,,), caracterizada pela RRTT

xpn(x) = Qn+1Pn+1 (‘T) + bnpn(x) + anpn—l(x) ) n= 17 27 )
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com condigdes iniciais p_1(x) = 1 e po(x) = 1, onde a,, > 0 e b, € R para
todo o n. Claramente, existe uma correspondéncia biunivoca entre a SPO (py, )n

caracterizada pela RRTT anterior e a matriz tridiagonal infinita

bo aq 0 0 0
a1 bl ag O O
J = O ag b2 as O

0 0 as bg ay

designada por matriz de Jacobi. Por sua vez (continuando a supor que as
sucessoes (an ) € (by)n sdo limitadas e que a, > 0 e b,, € R para todo o n), esta
matriz infinita representa um operador linear definido no espago de sucessoes
(?(C), a respeito da base canonica de ¢?(C), que continuaremos a designar por

J, a que se chama operador de Jacobi. Explicitamente, fica definido um operador
J:3(C) — *(C)
tal que, para cada z = (&,), € £%(C), ¢ Jz = (,)n, onde
M = Gnt1&nt1 + 0nén +anén-1, n=12,---.

De facto, constata-se facilmente que J é um operador limitado se e s6 se ambas
as sucessoes (ap,)n € (by), sdo limitadas. Nestas condigoes, J é auto-adjunto e,

além disso, J é compacto se e s6 se
an—0, b,—0 (n—+0c0).

O operador de Jacobi J, ou a correspondente SPO (p,,),, pode interpretar-se

como uma realiza¢do do operador multiplicacdo em Li (R),
.72 2
M: L,(R) — L;,(R),

definido por

Mf(s):=sf(s), fe€ LZ(R) , seR.
Este facto é justificado por um teorema espectral (cf. [22, Cap.2]) o qual asse-
gura que, dado um operador de Jacobi limitado, J, existe uma tnica medida de
probabilidade, u, com suporte compacto, tal que

{eo, (T — 2T) " teg) = /R dM—(S) , Sz #£0,

S —2Z
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onde ¢y = (1,0,0,---) € £*(C), I é o operador identidade em ¢*(C) e (-,-)

designa o produto interno usual em ¢2(C); além disso, a aplicagio
p:d—=p
é a aplicagao espectral, no seguinte sentido: a aplicagao
U : (*(C) 3 p(J)eg — p(s) € Li(R) (p polinémio) ,
admite uma extensao a um operador unitario U : Lﬁ (R) — LZ(R) tal que
UJU ' =M em LL(R).
Além disso, a aplicagdo ¢ : J — u é bijectiva e tem imagem R(p) = B, onde

B:= {medidas de Borel pem R : / dp =1 e p tem suporte compacto} .
R

Deste modo, a determinacdo da aplicacdo inversa ¢~

reduz-se ao problema
classico da construgao da SPO associada & medida p. E, portanto, p nao é
outra sendo a medidade de ortogonalidade da sucessao (py, )y caracterizada pela

matriz de Jacobi J. Além disso, o suporte de p coincide com o espectro de J:

o(J) = supp(p) -

Os resultados gerais precedentes podem ser vistos, e.g., em [22, 32].

No Capitulo 5 obtiveram-se alguns resultados sobre o espectro (e, em par-
ticular, sobre o espectro essencial) de um operador de Jacobi limitado cuja SPO
associada pode ser expressa em termos de uma transformacao polinomial do
tipo descrito no Problema (P2), nomeadamente, transformagoes quadraticas e
transformagoes cibicas. Neste contexto, como exemplo tipico dos resultados

obtidos, estabelece-se que o espectro essencial do operador de Jacobi

bp 2 0 0 O
ct by e 0 O
0 ¢ by c3 O
0 0 e¢3 by cg4 - ’
0 0 0 c¢q4 by

definido por

ban = csin®(n+1), bgpy1 =ccos?(n+1), bypio=0,

Cant1 = 5 sSin(2n+2)| , e =1/vVn+1, c3p1=+/n/(n+1),
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(onde b € R e ¢ > 0, de modo que J é um operador limitado e auto-adjunto)

estd contido numa reuniao de trés intervalos de nimeros reais:
Uess(J) chululs,

onde

I = {b_ Tz'“l,min{(), c+b—\/(20—b)2+4}:| 7

)

I = {max {07 c+b—4 /(gc_b)2+4} , b+ /—21,2_,_4 }]

,min{c

)

I3 := {max{c, b+\/2b21} c+b+\/(;_bW] .

Este tipo de problemas tem sido objecto de investigagao recente, sendo o seu
estudo fortemente motivado pela importancia que os resultados obtidos neste
campo adquiriram na analise de problemas no dmbito da Fisica-Matematica

(veja-se, e.g., [73, 22, 41, 40, 84, 85, 86]).



Capitulo 1

Funcionais regulares e

polinébmios ortogonais

Neste capitulo recordam-se alguns conceitos basicos da teoria dos polindmios
ortogonais. A apresentacao é baseada, essencialmente, nas monografias [19, 32,

91], bem como nos artigos [59, 60, 61, 78, 48, 93].

1.1 Aspectos topolégicos

Os espagos P e P’

Com as operagoes usuais da adigao e multiplicagio escalar, C[z] fica munido com
uma estrutura de espago linear, que denotaremos por P. Em P consideramos
a topologia do limite indutivo estrito definida pela sucessdo (P,,| - ||)n (ver
Maroni [60, 61]; Tréves [91]) onde P, representa o espago de Banach de todos
os polinémios de grau menor ou igual que n com a topologia induzida pela

norma

n n
Pl = laxl, p=> aa® eP,. (1.1)
k=0 k=0
O espago dual topolégico de P sera representado por P/, i.e.,
P :={u:P — C | ué linear e continua}.

Em P’ considera-se a topologia fraca de dual. Por defini¢ao, esta topologia &

caracterizada pelo sistema de semi-normas {|.|, : n € N}, onde, para u € P’,

1
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|ul,, é definido por (cf. [61])

[ulp := sup |um|, n>0, (1.2)

0<m<n

sendo u, := (u,2™) o momento de ordem n de u. Uma vez que este sistema de
semi-normas ¢ numeravel, P’ é um espago metrizavel, facto que é utilizado para
mostrar que

P =P,
onde P* denota o dual algébrico de P, isto é,

P*:={u:P — C | ué linear}.

Algumas operagoes em P e P’

Como ¢ usual na literatura, £(X,Y) designa o espago das aplicacoes lineares
continuas de X em Y. Aqui, estamos particularmente interessados nas seguintes

transformacoes em L(P,P):

f=yf, f=Df, [f0cf

onde f é um polinémio (variavel), g é um polinémio fixo e ¢ ¢ um ntmero

complexo fixo, sendo as operagoes definidas por

f@) = ()

0J(@) = 9@) (), Df@) = (@), 0uf(a) = T (13)

Por dualidade, as aplicagoes seguintes estao em L(P’', P’):

lu:=uod..

u—gu:=uog, u— Du:=—-uoD, u— (x—c)”
Isto motiva as seguintes defini¢oes:

Definigdo 1.1. Sejamu e P’, g € P e c € C. Definimos

(i) o produto a esquerda da funcional u pelo polinémio p: € a funcional de P’,

designada por pu, tal que
(pu, f) = (u,pf), fEP;
(ii) a derivada de u : € a funcional de P’, designada por Du, tal que

(Du, f):==—=(u, f), [eP;
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(iii) @ divisdo da funcional u pelo polindmio x — c: € a funcional de P’, desig-
nada por (z — c)~1u, tal que

flx) = fle)

(@=otu )= (0 B - pep,

E importante destacar que o produto a esquerda de uma funcional por um

polinémio goza da regra de derivagao usual, i.e.,
D(pu) =p'u+pDu, peP, ueP .

De acordo com a definicao precedente, a multiplicagao & esquerda de uma fun-
cional por um polinémio é uma nova funcional. Define-se também a multipli-

cagao a direita de uma funcional por um polinémio, como sendo um polinémio.

Defini¢do 1.2. Sejamu e P’ e f € P. O produto a direita da funcional u pelo
polinomio f € o polindmio, designado por uf, definido por
wf(z) —&f(§
uf(z) = <u£=(x)f§()> ; (1.4)

onde o indice & em ug indica que u actua em polindmios na varidvel .

n
Observacao 1.3. Note-se que, para f € Py, digamos, f(x) = Zaixi, 0
i=0

polindmio uf(x) em (1.4) admite a segquinte expressao explicita, em termos das

sucessivas poténcias:

n

uf(z) = Z Zaiuj,i zt .

i=0 \ j=i
Série formal de Stieltjes

Designemos por A’ o espago vectorial das séries formais, i.e.

A= Zanz" ca, €C, n=0,1,2,---
n>0
As operacoes de adicdo, multiplicacdo e multiplicacdo por um escalar em A’
s@o definidas por generalizacao das correspondentes operac¢oes em P (ver [91]).
Deste ponto de vista, A’ fica munido de uma estrutura algébrica, e pode operar-
se (formalmente) com elementos de A’ como se de fungdes analiticas se tratasse.

Munindo A’ da familia de seminormas {s,, : n € N} definidas por

Sn g apz® | == sup lak] , n>0
>0 0<k<n
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é possivel estabelecer um isomorfismo F': P’ — A’ definido por [59]
ueP — F(u):=Fu(z) = Zunz" .
n>0

Este isomorfismo transporta a estrutura algébrica de A’ para P’.

Definicao 1.4. Para u € P’, a série formal de Stieltjes associada a u, Sy, € a

série formal definida por

Sule) == Y o = —%Fu (%) . (1.5)

n>0

1.2 Polinémios ortogonais sobre a recta real

Definig¢ao 1.5. Seja u: P — C uma funcional linear.

(1) (Pn)n diz-se uma sucessdo de polinémios ortogonais (SPO) a respeito de

u (ou associada a ) se se verificarem as duas condigoes sequintes:

o (P,), € uma familia livre de polindmios, i.e., cada P, tem grau n;

o cxiste uma sucessao (ky), de nimeros complexos nao nulos tal que
(W, P,Pp) = knbmn , n,m=0,1,2,---.
(ii) u diz-se regular se existe uma SPO a respeito de u.

(iii) Uma SPO (P,), diz-se uma sucessdo de polinémios ortogonais ménicos
(SPOM) se cada P, é ménico (i.e., o coeficiente do termo de maior grau
é1); e diz-se uma sucessdo de polinémios ortonormados se k, = 1 para todo

on=20,1,2,....

E facil de verificar que se (P,,),, € (Qn)n sdo duas SPO’s a respeito da mesma
funcional u € P’, entdo existe uma sucessdo de numeros complexos (¢, ), tal
que Qn(z) = ¢, Pp(x) para todo o n = 0,1,2,--- . De seguida apresentamos
uma condi¢ao necesséria e suficiente para a regularidade da funcional u. Para

isso, defina-se o determinante de Hankel de ordem n associado & funcional u:
hn = detfui;]i o -

A existéncia de uma SPO a respeito de u traduz-se pela condicao algébrica
de todos os menores principais do determinante anterior serem nao nulos, para

todoon =0,1,2,---; ou seja: u é regular se e sb se

hn#0, n=0,1,2,-- .
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Nestas condigoes, designando por (P, ), a correspondente SPOM, cada polinémio

P, pode ser calculado explicitamente de acordo com a formula [19, pg.11]

U Ul e U,
Uy Uz - Unp4l
1
P,(z) = , n=1,2,
hnfl
Un—1 Un, o U2p—1
1 T z"

Relagao de recorréncia a trés termos (RRTT)

Um dos resultado mais importantes na teoria dos polindémios ortogonais é o
chamado Teorema de Favard (ver, e.g., [19, pg.21]), o qual estabelece que toda
a SPO (P,), é caracterizada por uma relacdo de recorréncia a trés termos

(RRTT) do tipo
2Pp(2) = an Poy1(z) + BnPn(z) + Yo Po1(z), n=0,1,2,--- (1.6)

com condigdes iniciais P_j(x) = 0 e Py(x) = constante # 0, onde (ap)n, (Bn)n
e (Vn)n sa0 sucessoes de ntumeros complexos tais que a,V,+1 # 0 para todo o
n=0,1,2,---. O caso ménico corresponde a o, = 1 paran = 0,1,2,---. E facil
de verificar que se (P,), é uma SPOM a respeito da funcional linear u entéo os

coeficientes 3, e 7, podem obter-se pelas féormulas

PR R 1.

(. P2) wpz ) =

Normalmente considera-se a convengao vy = ug, facto que, juntamente com a

expressao de vy, dada anteriormente, permite obter a relagao

(wP2) =], n>o0. (1.7)
k=0
Além disso, tem-se
hn72hn
Tn = hifl , n>1,

com a conven¢ao h_1 = 1, o que permite concluir que, dada a relagéo (1.6), u é
regular e (P,), é a correspondente SPOM se e 86 se v, # 0 para todo o n > 0.
Pondo a, := \/a,—17m (n=1,2,---) e b, := B, (n=0,1,2,---), obtém-se
a RRTT que caracteriza a SPO ortonormada (p,,), correspondente & sucessiao

(Po)n, ie.,

xpn(x) = an+1pn+l(x) + bnpn(x) + anpn—l(x) ;o n=12--- (1-8)
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C o -1/2 . . .
com condigdes iniciais p_1(xz) = 0 e po(z) = u, 2 Alem disso, considerando,
sem perda de generalidade, que ug = 1, os polinémios ortogonais mdnicos e os

ortonormados estao relacionados por
pn(2) = (a1as---an) ' Py(x), n=0,1,2,---. (1.9)

Verifica-se também, como consequéncia da Identidade de Christoffel-Darboux

[19, pg. 23], a seguinte igualdade

Y [pe(@)]” = ansa [Phir (@)pa (@) = 2 (@)pnsa ()] (1.10)
k=0

para todoon =0,1,2,---.

Polinémios ortogonais associados

Definigao 1.6. Sejam (P,), a SPOM associada a wma funcional regular u e
k um mimero inteiro nio negativo. A sucessao de polindmios monicos ( ,S’“’)n

definida por

P (1) :=

! - <Pk_1<y>uy,

Poir(x) — Pn+k(y)>
(uy, Pk2—1(y 7

-y
onde uy representa a ac¢do de u na varidvel y, chama-se sucessdo de polinémios

ortogonais moénicos associados de ordem k correspondente & SPOM (Py),.

Esta sucessdo de polinémios ( ,S’“’)n é, de facto, uma SPOM, facto que

decorre imediatamente da circunstancia de satisfazer uma RRTT, a qual se
obtém efectuando translacoes nos indices dos polinémios que figuram na RRTT

satisfeita por (P,)n, i.e.,

P® (@) = (@ = Bpsr) PP (2) = 4 PP (), n=0,1,2,---

(1.11)
PW@y=0, PP@)=1.
Em particular, para k = 1, obtém-se
Pl (@) = (@ = fur) PV (@) =y By (@), n=0,1,2,--  (112)

(com Pﬁll) (x)=0e Po(l)(x) = 1). Esta sucessao (P,(Il))n é particularmente im-

portante e normalmente designa-se sucessao dos polinémios (ménicos) associados
ou sucessao dos polinémios (ménicos) numerador da SPOM. Naturalmente, para
k = 0 obtém-se a propria SPOM (P, ),. Constata-se facilmente, a partir da

relagdo de recorréncia (1.11), que o polinémio moénico associado de ordem k é
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dado explicitamente, para todos osn,k = 0,1, 2, - - -, pela formula determinantal

(determinante de ordem n, de uma matriz tridiagonal)

z— By 1 . 0 0
Yo+l T — Bkt1 ... 0 0
PP (z)=| : (1.13)
0 e Tntk—-2 T — Bnyk—2 1
0 0 e Vrtk—1 T — Bnik—1
e que
n+1
P @) PE, (@) = P, @) P @) = T e s mk>0. (114)
j=1

Caso definido-positivo: medida de ortogonalidade

Recorde-se que, dada uma medida de Borel positiva sobre R, y, com suporte
infinito e tal que todos os momentos fR ™ dp existem paratodoon =0,1,2,-- -,
a funcéo de distribuigdo de p é definida por ¥, (x) := u ((—o0, z]); esta fungéo é
nao negativa, limitada, nao decrescente, continua a direita, e EIEI Yu(x) = 0.
Reciprocamente, qualquer funcao, 1, que satisfaga estas proprizdadogs é a fungao

de distribui¢ao de alguma medida de Borel, u, tal que

[ 1@t = [ f@)aut)

(cf. McDonald e Weiss [67, §4.7]). Assim, por abuso de linguagem, sera corrente
escrever indistintamente p (medida) ou ¢ (fungdo de distribuigdo) para repre-
sentar quer a medida quer a fungdo de distribuigdo. As notagdes du e dip serdo
também usadas com o mesmo significado. Neste contexto, e.g., serd frequente

”

escrever “ Seja du uma medida ...” ou “ Seja diy uma medida ...”, com o mesmo

significado.

A nogao de ortogonalidade tal como foi introduzida na Defini¢ao 1.5 é, em
principio, uma “ortogonalidade formal”, no sentido em que, na realidade, os
polinémios (P, ), sdo ortogonais relativamente a uma sucessao de ntumeros u,, :=
(u,z2™y (n = 0,1,2,---), ignorando a questdo de saber se tais nimeros sdo
realmente os momentos correspondentes a alguma medida, no sentido usual da

teoria analitica dos momentos.

Definigdo 1.7. Uma funcional linear u diz-se definida-positiva se (u, f) > 0

para todo o polindmio f tal que f nao é o polindmio identicamente nulo em R
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e f(z) > 0 para todo o x € R. Se (P,)n € uma SPO associada a uma funcional

linear definida-positiva, diz-se que (Py,), € ortogonal no sentido definido-positivo.

Observagao 1.8. Se u é uma funcional linear definida-positiva, é claro que

{(u,2?™) > 0 para todo o n =0,1,2,--- . Além disso, tendo em conta que
2n m
0< (u,(e+1)™) =3 ( k)“’“
k=0

verifica-se facilmente, por indug¢do matemdtica, que cada momento de ordem
impar, usn—1, € real. Consequentemente, decorre da desigualdade anterior que
se u € definida-positiva entao todos os momentos sao niumeros reais e, em par-
ticular, os momentos de ordem par sao numeros reais estritamente positivos.
Por outro lado, sendo u uma funcional linear definida-positiva, pode-se cons-
truir, passo a passo, pelo processo de ortonormaliza¢ao de Gram-Schmidt, uma

SPO (pn)n (ortonormal) de polinomios reais, pondo

—1/2

pn(T) = ((u,qi}) gn(x), n=0,1,2,--- |

q"JFl(I):$n+1—z<u,In+1Qk>Qk($), n:O71,27...
k=0

Isto mostra que toda a funcional linear definida-positiva € regular.

De acordo com o exposto anteriormente, dada uma SPOM (P,),, esta
sucessao satisfaz uma relagido de recorréncia do tipo (1.6) (com «, = 1). O
caso em que [3, é real e y,4+1 > 0 para todo o n =0,1,2,--- tem uma especial
importancia em aplicagoes. Neste caso, u admite uma representacao integral a
respeito de alguma fungao de distribui¢ao v (ndo decrescente, continua a direita,

nao negativa, limitada e com lir_n ¥ (x) = 0) tal que o conjunto
supp(¢)) :={z e R | Y(x + ) —¢(z —0) >0, V§ > 0}

(dito o suporte de 1, ou conjunto dos pontos de crescimento de 1) é infinito. De
facto, um importante Teorema da Representacao (cf. [19, Cap.II]) estabelece
que uma funcional u é definida-positiva se e s6 se admite uma representagao

integral da forma

(u, ) = / f@)du(z) , feP (1.15)
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onde ¥ é uma funcao de distribuigdo com suporte infinito e momentos de todas

as ordens finitos, i.e.,

/|:C|"dz/1(x)<oo, n=20,1,2,--- .
R

Apresenta-se de seguida um resutado teoricamente interessante para a de-
terminacao da medida de ortogonalidade associada a uma dada SPOM. E con-
veniente introduzir a definicao de transformada de Stieltjes associada a uma

fungao de distribuigao .

Definicao 1.9. Seja ¢ uma fungao distribuicao com supp(y)) C R. Definimos
a transformada de Stieltjes de ¢ (ou funcio de Stieltjes), como sendo a fung¢do

analitica, F(.;1), dada por

F(z; ) ::/ y(2) , 2 € C\supp(y)) (1.16)
supp(y) ¥ — %

Observacao 1.10. E possivel estabelecer uma relagio entre a fungao de Stieltjes
(1.16) e a série formal de Stieltjes (1.5), no caso de ser supp(dy)) = [a, b], com
a eb finitos. Considerando o desenvolvimento

— - 4
T—z Zntl
n>0

a série converge absoluta e uniformemente para x € [a,b] e para z pertencente
a um subconjunto compacto do dominio definido por |z| > R := max{|al,|b|}.

Integrando termo a termo em [a,b] a respeito de ¥(x), obtém-se

Up,
Fz)=-> o >R (1.17)

n>0
onde u, = f: x™dip(x). Assim, a série de poténcias que figura no sequndo

membro de (1.17) é a série de Laurent (em torno do infinito) para F(.;1)) e

converge para Sy(z) no dominio indicado.

O préximo resultado mostra-nos a importancia da fungao de Stieltjes. Antes

porém, definimos os seguintes conjuntos, introduzidos em [93]:

Zy ={zn;:j=1,---,n, n >N},
X, := Z} = {conjunto dos pontos de acumulacao de Z},

Xy :={x € Zy : P,(x) = 0 para infinitos valores de n},

onde {xy, ; : j = 1,---,n} designa o conjunto de zeros de P,. E importante

destacar que, se u é uma funcional definida-positiva, existe um representante 1)
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tal que
supp(de) C X1 U X5 C co(supp(dy)) ,

onde co(supp(de)) designa o invélucro convexo do conjunto supp(de), i.e., o
menor intervalo fechado que contém supp(dy). O resultado que a seguir se
enuncia foi estabelecido por W. Van-Assche [93] e é uma generalizagdo de um
importante Teorema de Markov , que provou o teorema supondo 1) uma medida

absolutamente continua e supp(dy) = [a, ], com a e b finitos.

Teorema 1.11. Seja ¥ uma funcgao distribuicdo unicamente determinada pela
correspondente sucessao de momentos e (Pp)n a correspondente SPOM. Entdo

1
. P1E—)1(Z)
—up lim ————=

n—>-too Pn(Z) :F(Z,l/}) y R EC\(XlLJXQ)a

onde ug := fR dip(x) (o primeiro momento de diy)) e a convergéncia € uniforme

em cada subconjunto compacto de C\ (X7 U X3).

O Teorema precedente permite determinar a medida de ortogonalidade de
uma dada sucessao de polindémios ortogonais. Com efeito, é valido o seguinte

resultado:

Teorema 1.12. (Formula de inversdo de Stieltjes) Seja b uma fungao de dis-
tribuicao e F(-;1) a correspondente transformada de Stieltjes. Entao
1 /b
0b) ~ v(a) = lim * [ (F(o iz o)
e—0t T J,
onde se considera 1) normalizada de modo que

Pz +0) +9(x—0)
5 :

P(=00) =0, () =

Note-se que se du é uma medida de probabilidade e (p,,) é a correspondente

sucessao de polinomios ortonormados, entdo (cf. e.g. [41])

1 li p51121(2)
_ = lim e\

a1 n—+oo  pu(2)

=F(zdu), zeC\(X1UX>)
D)+ Sttan) + ncien = i L[S (PG i)
1((a, h{a}) + 5 i (z —igydp))da .
Zeros dos polindmios ortogonais

De acordo com o teorema fundamental da Algebra, todo o polinomio de grau

n, com coeficientes reais ou complexos, tem n zeros em C (contando as suas
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multiplicidades). Quando se trata de polinémios ortogonais podemos dizer mais.
Uma consequéncia imediata da relagao de recorréncia a trés termos para uma
dada SPO (P,),, é que dois polinémios consecutivos P, e P,;1 ndo podem ter
zeros comuns. Por outro lado, se a funcional de momentos u a respeito da
qual (P,), é ortogonal for definida-positiva, muito mais se pode afirmar acerca
dos zeros das correspondentes SPO’s. Para obter informacao sobre estes zeros
comecamos por observar que a relagdo de recorréncia (1.6) pode reescrever-se

em termos matriciais como

Py(x) Py(x) 0
Py (x) Pi(z) 0

T =Jn + a1 Py ()
Pp_a(z) Py _a(x) 0
Py1(x) Pro1(z) 1

(n =1,2,---), onde J, é a matriz tridiagonal, chamada matriz de Jacobi, de

ordem n definida por

By ap O .. 0

m b oo - 0

0 v [ - 0 0
Jp =

0 0 0 e 677,72 Qp—2

0 0 0 0 Y1 Bna

Assim, os zeros de P, sao os valores proprios de J,, e como, se a funcional u for
definida-positiva, é 3, € R e a1y, > 0, pondo a,, := \/ap—17n (n=1,2,--+)
eb, =0, (n=0,1,2,--), deduz-se que o conjunto dos valores proprios de J,

coincide com o conjunto dos valores préprios da matriz

bo aq 0 T 0 0
aiq bl aiq T 0

~ 0 ag b2 tee 0

Jn =
O O O e bn,Q An—1

O O O O . Ap—1 bn,1

Ora, esta é uma matriz simétrica, logo os valores proprios (zeros de P,,) sao reais.

Observe-se que, tal como J,, se obteve a partir da RRTT (1.6), também Jp se
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pode obter (por processo anilogo) da RRTT que caracteriza a SPO ortonormada
(pn)n, correspondente a sucessdo (P,),. No que vai seguir-se, considere-se que
(Py)r € uma SPOM no sentido definido positivo. Nestas condigoes, cada P, (z),

n > 1, tem n zeros reais e simples, que denotaremos, por ordem crescente
T <Tpo << Tpnp, (1.18)

paran = 1,2,3,---. Além desta propriedade, verifica-se também, o entrelaga-
mento dos zeros de dois polinémios consecutivos P, e P,;1 (propriedade de

separagdo), i.e.,

Tng1j < Tnj < Tnyij41 para j=1,--- n. (1.19)
Assim podemos deduzir que para todoon =1,2,3,-- -, existem todos os limites
§i= lm zn; e myi= UM Znn_jyr, 4,7=12-- (1.20)

(podendo, eventualmente, ser infinitos).

Definigao 1.13. Se u ¢ uma funcional de momentos definida-positiva e (Py)n
a correspondente SPOM, o intervalo fechado [£1,m], com & e 1 definidos por

(1.20), é chamado o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da sucessao (Py,)n-

Observagao 1.14. O verdadeiro intervalo de ortogonalidade € o menor inter-
valo fechado (no sentido da inclusdo) que contém todos os zeros de todos os

polinémios P, (n=1,2,---).

Uma estimativa interessante para os zeros de uma dada SPOM, em termos
dos coeficientes da RRTT, é dada por [72]

Tl < ma ; 2 ma ; 1<3<n, n=1,2,---
|n7]|_0§i§7§(—1|61|+ 1Si§7i(—1/%, —j— I ) <y

Em particular, esta relagdo mostra que se as sucessoes (Bn)n € (Yn)n (que figu-
ram na RRTT) forem ambas limitadas, entao [¢1,71] é limitado.

Pode também mostrar-se que [£1,71] é um conjunto suporte para alguma
fungdo de distribuigdo ¢ a respeito da qual (P,), seja ortogonal, no seguinte
sentido: se (P,), é uma SPO a respeito de uma funcional linear u definida-
positiva, entao existe uma funcao de distribuigao, v, representante de u tal que

(ver [19, pg.58])
supp(dy) C [€1,m] -
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1.3 Base dual

Vimos na seccao anterior que podemos expressar a SPOM a respeito de uma
funcional regular u em termos da sua sucessdo de momentos, (uy),. De seguida
apresentamos uma representacao para a funcional u em termos da correspon-
dente SPOM. Comegamos por definir base dual, (a,),, duma sucessdo livre de

polinémios monicos (R;,), (ndo necessariamente ortogonal), por
(an, Rm) :=06mmn, n=0,1,2.--- .

Teorema 1.15. Seja (Ry,)n uma sucessdo de polindmios em P e (a,), a base

dual associada em P*. Entao para todo v € P* a representacao

v=> Aa,, A= (V,R)  (n=0,1,2,..) (1.21)
n>0

verifica-se, no sentido da topologia fraca de dual em P’.

O teorema seguinte, estabelece algumas relagoes entre uma funcional regular

em P’ e a base dual associada & correspondente SPO.

Teorema 1.16. Seja u € P* regular, (P,)n a correspondente SPOM, e (a,)n

a base dual associada. Entao as sequintes afirmacoes verificam-se:

(i) Cada elemento a,, da base dual associada pode exprimir-se em fungio da

propria funcional u de acordo com a formula

P ()
anzmu, n=0,1,2,--- . (122)

(ii) Se v € P* e existe um inteiro N € N tal que (v, P,) = 0 para todo o

n> N+ 1, entao
N

v=> (v.P)a, . (1.23)
v=0
Como consequéncia, existe ¢ € P, com gré < N, tal que v = ¢u . Este
N
o B (v,P,) o B
polindmio ¢ é dado por ¢(x) = ,;0 . P3>P,,(x). Além disso grg = N se

e s6 se (v, Pn) # 0.
(iii) (Pyn)n € ortogonal a respeito de ay.
(iv) Se (Pn)n satisfaz a RRTT (1.6) (com ay, =1 para todo o n) entdo

ra, = an_1 + Bnan + Yny1any1, n=12---.
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Como consequéncia imediata do teorema anterior conclui-se que uma dada
sucessao livre de polinomios (P, ), ¢ uma SPOM a respeito de alguma funcional

v € P* se e 86 se

(v,1) 40, (v,P,)=0, n=1,2,.... (1.24)

1.4 Exemplos

Nesta secgao introduzem-se algumas familias de polinémios ortogonais, bem con-
hecidas na literatura, que irdo desempenhar um papel fundamental em diversos

momentos no texto.

Polinémios de Chebyshev

Os polinémios de Chebyshev sao determinados a partir da relagao de recorréncia
2¢P,(z) = Pyy1+ Po—1(z) , n=0,1,2,--- .

No caso das condigoes iniciais serem Py(xz) = 1 e Pi(z) = x, estes polinémios
designam-se por polinémios de Chebyshev de primeira espécie e em vez de P,
escreve-se T,,; e se as condigoes iniciais forem Py(x) = 1 e Pi(x) = 2z, designam-
se polinémios de Chebyshev de segunda espécie e em vez de P, escreve-se U,.
Relagoes trigonométricas elementares mostram que, para x = cosf, § € (0, ),
sao validas as representagoes

sin(n + 1)0

Tn(x) =cos(nf) , Up(z) = sin 0

. n=0,1,2,-- .

Daqui deduzem-se facilmente as expressoes explicitas para os zeros das sucessoes
(Th)n € (Un)n, 0 que permite concluir que o verdadeiro intervalo de ortogonal-
idade destas sucessoes de polindomios ortogonais é o intervalo [—1, 1]. Notemos
também que os polinémios associados de primeira ordem correspondentes as

sucessoes (Ty,)n € (Up)n satisfazem

T(l)l(z) =Up-1(2) e U(l_)l(z) =Up-1(2), n=1,2,--

n— n

Assim, designando por Fpr e Fpy, as fungbes de Stieltjes correspondentes as

sucessoes (Ty)n € (Up)n (resp.), pode provar-se que

Fr(z) = —ﬁ e Fy(z)=-2 (z — (2% - 1)%) (1.25)
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onde
—Vz2—-1 se zé€ (—o0,—1]
(Z-DY2={ iW1I=22 se ze[-1,1] . (1.26)
z22—1  se ze€[l,+0)
Assim, tendo em conta a formula de inversdo de Stieltjes, pode mostrar-se que
as medidas de ortogonalidade correspondentes as sucessoes (Ty,)n € (Up)n sdo

dadas, respectivamente, por

2 1 d
dyy (z) == X(—l,l)(x); V1—22dz e dyr(z):= X(—1,1)(I);ﬁ :

Observacao 1.17. A sucessao (Up)yn € uma SPO ortonormada relativamente a
medida dipy. Porém, (T),)n néo € uma SPO ortonormada relativamente a dipp;

a correspondente SPO ortonormada relativamente a dir € a sucessio (tn)n

definida por
to(z) =1, to(z) =V2Ta(z), n=1,2,--

As SPO’s monicas, (Tp)n € (Up)n, correspondentes as SPO’s (Ty)n € (Up)n sio
dadas por

To(z) = 2T, (z) , Un(z) =2"Un(z), n=1,2,--- . (1.27)

SPQO’s geradas por perturbacoes nas condigoes iniciais

Seja (Pp,), uma SPOM associada & funcional linear u, e suponha-se que (Py),

satisfaz a RRTT
Pn-i—l(x):(x_ﬁn)Pn(x)_’YnPn—l(w)a n:071727"'

com condigoes iniciais P_j(x) = 0 e Py(z) = 1, onde (Bn)n € (Yn)n sdo duas
sucessoes de nimeros complexos tais que 7, # 0 para todo o n = 1,2,---.

Efectue-se a seguinte perturbacao nas condicoes iniciais:

Bo~xBotp, monIn

com pu,A € Ce A # 0. Obtém-se assim uma nova sucessao de polindémios

ortogonais, denotada por (P, (z; A, t))n, caracterizada pela RRTT

Poii(xs A ) = (2 = Bp)Pu(z; A, 1) — YnPr—1(@s A, 1) , n>2



16 Funcionais regulares e polinémios ortogonais

com condigoes iniciais
Po(; A pu) =1
Pr(z; A p) =2 — o — p
Py(x; A, p) = 2% = (Bo + 1 + )z + Bofr + b — I

Esta sucessao (P, (z; A, i)y, foi estudada em [23], tendo sido provado que
Po(zs A ) = AP (2) + [(1 = N (2 — Bo) — )P (@) , n>1 (1.28)

e que a série formal de Stieltjes relativamente & funcional uy , a respeito da
qual (P, (z; A, 1)), é ortogonal se pode exprimir em fungdo da série formal de
Stieltjes associada & funcional u através da relacao
Su(z

Sunn () = 33 (b—(1- 35(2 = B0))Su(z)
Observagao 1.18. Fazendo A = 1 em (1.28), obtemos a SPOM (P (-; 1t))n
definida por

Puyi(w;p) := Poyr(x) —uPM(z) , neN,
conhecida por sucessao co-recursiva correspondente a (Pp),. FEsta sucessao foi
introduzida e estudada por T.S. Chihara em [17)], e € dtil, e.g., no estudo da

regularidade de certos problemas inversos.

SPO’s obtidas por uma transformacgao afim da variavel

Consideremos uma SPOM (P, ),, caracterizada pela relagao de recorréncia (1.6),
com a, = 1. Seja (]Sn)n a sucessao de polinémios ortogonais que se obtém de
(P,)n por uma transformacao afim da variavel, i.e.,

x—b

c

ﬁn(x):cnpn( >, n2071727'”7

com b,c € C e ¢ # 0. Constata-se facilmanete que (P,), satisfaz a RRTT

2P, (2) = Poy1 (%) + (cBp 4 b) Po(2) + ynPo1 ().
Além disso, no caso definido-positivo, admitindo que o suporte da medida asso-
ciada & SPOM (P,,), é o intervalo [€,n], verificam-se as relagdes

F5(2) = 1Fp (b)), 2z € C\[¢c+ b,nec+b]

c

dog(x) = dop (£32), supp(op) = [Ec+b,ne+ ],
onde dop designa a medida de ortogonalidade da SPOM (Po)n, F5 a correspon-
dente fungao de Stieltjes e dop é a medida de ortogonalidade correspondente &

SPOM (P,),, & qual corresponde a funcao de Stieltjes Fp.
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1.5 Polinémios ortogonais semiclassicos

As SPO’s mais estudadas na literatura sao, inquestionavelmente, as familias
classicas de Hermite, Laguerre, Bessel e Jacobi (que incluem os polindmios de
Chebyshev e de Legendre). Por sua vez, as SPO’s classicas sdo um caso parti-
cular das chamadas SPO’s semi-classicas, introduzidas por J. Shoat e exaustiva-
mente estudadas por diversos autores, com particular destaque para P. Maroni.

Nesta secgao recordam-se algumas das propriedades das SPO’s semicléssicas.
Definigao 1.19. Uma funcional u € P’ diz-se semiclassica se:

(i) u € regular;

(ii) existem dois polinomios ¢ e 1, nao identicamente nulos, tais que
D(¢u) = ¢u . (1.29)
Uma SPO associada a uma funcional semicldssica diz-se uma SPO semiclassica.

Note-se que a definigao anterior implica que gry > 1.

Uma quantidade importante no estudo de uma funcional semicléssica u é a
a classe de u, que ¢ definida como sendo o nimero inteiro ndo negativo

5= (¢1711Z1J1)2Amax {gr¢ —2,grep — 1},

onde A é o conjunto de todos os pares de polindémios (¢, 1), com grip > 1
satisfazendo a equagao (distribucional) (1.29). Tambeém se diz que uma SPO
semiclassica tem classe s quando a classe da correspondente funcional é s.

Quando s = 0, u diz-se funcional classica e a correspondente SPO diz-se SPO
classica. E bem conhecido (cf. e.g. [48]) que, a menos de uma transformacio
afim das variaveis, se obtém os polinomios de Hermite, (H,),, no caso ¢ =
const.; os polinémios de Laguerre, (Lgla))n, no caso gr ¢ = 1; os polinémios de
Jacobi, (Pff"ﬁ))n, no caso gr ¢ = 2 e ¢ com dois zeros distintos; e os polinémios
de Bessel, (B,(la))n , N0 caso gr ¢ = 2 e ¢ com um zero duplo. Além disso podem

tomar-se para ¢ e 1 as formas canodnicas indicadas na Tabela 1.1.

P, 10 P Restrigoes
H, 1 -2 —
lea) xT —rz+a+1 a#—n , n>1

PO 1—22 | —(a+B+2x+B—a | atn, f#n . atfiiztn , n>1
B'y(la) .1'2 (Oé + 2)1’ +2 a#—n , n>2

Tabela 1.1: Classificagao das SPQO’s cléssicas
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Em geral, provar a regularidade de uma dada funcional linear em P’ pode ser
uma tarefa dificil. No entanto, para as funcionais lineares classicas é conhecido
o seguinte critério [55]: dada uma funcional nao nula u € P’, entdo u é classica
se e s6 se existem dois polindmios nao nulos ¢ € P, e v € Py que satisfazem a
equagdo diferencial distribucional (1.29) e as condigoes

Ve 70, ¢(_¢Z_g)))7g0 paratodoo mn=0,1,2,...,

onde ¥, () := ¢(x) + v¢'(x) para todo o ntumero real v.

Observagao 1.20. Por vezes, na literatura, impée-se na defini¢ao de funcional
semicldssica que o par (¢,1) satisfaga (1.29) e que além disso seja um par

admissivel, no sentido de se verificar a condi¢ao
na+p#0 para todoo n=0,1,2,---

onde a e p sdo os coeficientes principais de ¢ e ¥ (resp.). J. C. Medem [71]
encontrou uma funcional regular u e um par de polindmios nao-admissivel (¢, 1)
satisfazendo (1.29). Por esta razdo omitimos a condi¢ao de admissibilidade na
definicao de funcional semicldssica. Notemos, no entanto, que esta condi¢do
é sempre verificada para funcionais cldssicas [62], uma vez que neste caso é

equivalente a condi¢ao 1/1;/2 # 0 para todo om =0,1,2,---.

Se u € P’ é uma funcional semicléssica, entdo satisfaz a equagéo (1.29)
para algum par de polinémios (¢,v), com gre) > 1. Para tal par (¢,v), o
namero s := max {gr¢ — 2, gr¢ — 1} ndo é necessariamente a classe de u (nestas
condigoes apenas se pode afirmar que u é de classe quando muito 5). No entanto,
uma vez encontrado um par (¢,v) satisfendo (1.29), a classe de u pode ser
determinada através de um algoritmo que é construido com base na seguinte
propriedade [61]: Se u é uma funcional semiclassica que satisfaz (1.29) para um

certo par (¢, 1), entdo a classe de u é max {gr¢ — 2,grv) — 1} se e s6 se

1T (l(e) = &' (0)] + [(u, 6 — 629)[) > 0, (1.30)

cEZy
onde Z4:={ceC: ¢(c) =0} e

Oeq(z) := a(x) =~ ale) , qEP. (1.31)

T —c
O algoritmo que permite determinar a classe de uma dada funcional semicléssica,

dado um par (¢, %) que verifica (1.29), pode ser descrito como se segue. Se o
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par (¢, 1)) satisfaz (1.30), entdo a classe de u é max {gr¢ — 2,gr¢ — 1}. Se nao,

escolhemos um zero d de ¢ tal que
U(d) —¢'(d)=0 e (ub0q)—050) =0 (1.32)

e defina-se 5 = 049 e {/JV = 049 — 6%¢. Entao u satisfaz D(gu) = {/)Vu e
S = max{gra— 2, g1 — 1} < max{gr¢ — 2,gr¢) — 1}. Assim, se se verificar
(1.30) para os polindémios g e zz, entdo s é a classe de u. Se néo, escolhemos
um zero e de 5 tal que (1.32) se verifica para estes polinémios 5 e {/; (com d

substituido por e) e procede-se sucessivamente como anteriormente.

Para concluir esta secgao, observamos que as funcionais semicléssicas podem
ser caracterizadas de diferentes formas (veja-se e.g. [61]). Uma das caracter-
izagOes mais importantes destas funcionais envolve a série formal de Stieltjes
Su(z) associada, definida por (1.5). De facto, uma funcional regular u € P’
é semiclassica se e s se existem polinémios ¢, C' e D tais que Sy é a solugao

(formal) da equagao diferencial linear de primeira ordem nao homogénea
$(2)Sy(2) = C(2)Su(2) + D(2) . (1.33)

Além disso, se ¢, C' e D sao polinémios primos entre si, entao a classe de u é
dada por
s=max{grC — 1,grD}.

Observagao 1.21. A menos de factores comuns, o polindmio ¢ que figura em
(1.33) € o mesmo que aparece em (1.29), e os polindmios C' e D podem obter-se

através das relagoes

C(z) =1(2) = ¢/(2), D(2) = (Wo))(2) — (uboe)’'(2) -



20

Funcionais regulares e polinémios ortogonais




Capitulo 2

SPO’s com derivadas

linearmente relacionadas

2.1 Introducao

Nas ultimas duas décadas, os chamados polinémios ortogonais de Sobolev foram
objecto de elevado interesse. Trata-se de sucessoes de polinémios ortogonais a

respeito de produtos internos do tipo

N
— (v) ,(v)
(f.9) Z_%/Rf ¢ du,

onde pg,- -, uny sao medidas de Borel positivas com suportes infinitos conti-
dos num intervalo de R e cujos momentos de todas as ordens sao finitos, i.e.,
Jg lz|* dpy < oo para s =0,1,2,--- e v =0,1,---,N. Este tipo de ortogonali-
dade tem sido objecto de intenso estudo, quer do ponto de vista algébrico, quer
do ponto de vista analitico, especialmente apés um importante trabalho de A.
Iserles, P. E. Koch, S. P. Ngrsett, e J. M. Sanz-Serna [35], no qual se introduziu
a nocao de par coerente de medidas (conceito associado ao produto interno de
Sobolev anterior no caso especial N = 1). Uma generalizagdo desta nogao sera
o assunto central do capitulo seguinte. Este estudo pode ser motivado por prob-
lemas inversos da Teoria dos Polinémios Ortogonais descritos por relagoes de
estrutura algébricas diferenciais ligando as SPO’s associadas as medidas que
aparecem na defini¢ao do produto interno de Sobolev. Neste capitulo analisa-se

um destes problemas inversos. O problema é o seguinte:

21
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(P1) Sejam (Pp)n € (Qun)n duas SPOM’s cujas derivadas de ordem m e k

(resp.) satisfazem a relagdo algébrica

N ) M "
S P @) =Y 5,00 ()
1=0 =0

para todo o n > max{M, N}, onde M e N sao nimeros inteiros nao negativos,
€ Tin € Sin SG0 numeros complexos, com a convengdo ri, = S;n =0 sen < i.
Caracterizar as funcionais lineares (requlares) u e v correspondentes (resp.) as

sucessoes (Pn)n € (Qn)n-

Adoptou-se a notagao pm) para representar a derivada de ordem m de um
polinémio P, para evitar eventuais confusoes de notagao, por termos reservado
a notacao P("™) para designar polinomios associados de uma dada SPO.

Neste capitulo apresenta-se a solugdo para o problema (P1), remetendo-se
para o capitulo 3 uma ligagao com a ortogonalidade de Sobolev.

Varios trabalhos poderiam aqui ser referidos como motivagao para o es-
tudo do problema (P1), referéncias que serdo oportunamente feitas no am-
bito do estudo a realizar no capitulo 3. Em especial, o estudo deste problema
foi fortemente motivado pelo desejo de generalizar resultados estabelecidos por
M. Alfaro, F. Marcellan, A. Pena, e M.L. Rezola [1, 2] —onde se analisaram
SPQO’s satisfazendo uma relagao algébrica do tipo acima no caso especial em
que k =m =0e M = N = 1, incluindo a analise do correspondente prob-
lema directo e a discussao em torno da questao da regularidade—, bem como os
resultados apresentados por J. Petronilho em [79].

Referira-se, ainda, que problemas inversos semelhantes a (P1), descritos por
relagoes de estrutura envolvendo duas SPO’s e suas derivadas, tém atraido a
atencgao de varios autores, quer sob o ponto de vista algébrico, quer sob o ponto
de vista analitico. Exemplos importantes apareceram nos trabalhos [11, 12]
onde, em especial, S. Bonan, D. Lubinsky e P. Nevai caracterizaram as medidas
de Borel positivas associadas as SPO’s (P, ), e (R, ), tais que existem ntmeros
inteiros nao negativos s e t, e um polinémio ¢ de grau t, tais que

n+tt

$@)Rpyi(@) = Y AuiPi(x), n=>s

1=n—s
onde os A, ;’s s@0 nameros reais tais que A, ,—; # 0 para n > s, com a con-
vengao A, = 0 se i < 0. O resultado principal provado em [12] estabelece que
as medidas de ortogonalidade envolvidas estao relacionadas por uma modifi-

cagao racional a menos de uma medida discreta com suporte finito (propriedade
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analitica). Do ponto de vista algébrico, em [47] F. Marcellan, A. Branquinho e
J. Petronilho provaram que ambas as sucessoes (Py,), e (Ry), sdo, necessaria-

mente, SPO’s semiclassicas.

2.2 Solugao do Problema (P1)

No que se segue, utiliza-se a notagao

pm (x)

n+m

R = G,

n

(n,m: 071727"') y
onde (a), denota o simbolo de Pochhammer: para a > 0 e n € Ny,

(a)o:=1 e (a)n :-%-a(a—!—l)-u(a—kn—l),

onde I' designa a fungao Gamma. Note-se que P,[lm} () é um polinémio moénico

de grau n na variavel z. Se n < 0 convenciona-se pim (x):=0.

Teorema 2.1. Sejam (P,), e (Qn)n duas SPOM’s e suponha-se que existem
dois mnimeros inteiros nao negativos N e M, e nimeros complexos v;n € Sjn
(i=1,---,N;j=1,---,M; n=0,1,---), com a convengio r;, =0 sen < i

esjn=0sen <j, tais que

N M
P(@) + 3 rin P @) = QW () + 3 55,00 (2) (2.1)
i=1 j=1

para todo on =0,1,2,---. Sem perda de generalidade, considere-se 0 < m < k.
Designe Ayin := [a”]fvj;l\l/[ a matriz de ordem N + M definida por
Tj—ij—1 se 1<i<MANi<j<N+1
Q5 = Sj—it+M,j—1 5 S€ M+1<i<M+4+NANi—M<j<i (22)
0, nos restantes casos
e a convengio rox = S0, =1 (k=0,--- M —1;v=0,---,N—1). Assuma-se

ainda que se verificam as sequintes condigoes

TN, M+N+iSM,M+N+: #0 (1=0,1), det Ayyar #0.

Nestas condigoes, existem polinomios Pprym+i € YNigti, de graus M +m + 1

e N+ k+i (resp.), tais que

DF™ (®primpin) = Unppiv, =01, (2.3)
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onde u e v designam as funcionais requlares em P’ a respeito das quais (Pp)n

e (Qn)n sdo ortogonais (resp.).

Demonstragao. Sejam (ay,)n € (by)n as base duais associadas a SPO’s (P,), e

(Qn)n, respectivamente. De acordo com (1.22), podemos escrever

Py @n

n=-"—>5cu, b,= 2.4
TN v 24
para todo on =0,1,2,---. Tendo em conta (2.1), defina-se o polinémio
N M
Ro(z) ==Y rinPl (@) = 5iaQW () | (2.5)
i=0 i=0
com a convencao ro, = So,, = 1 para todo on = 0,1,2,---. Note-se que R,

tem grau n para todo o n. Sejam (¢, )n, (€n)n € (dn)n as bases duais associadas

a sucessoes polinomiais ( I ])n, (P,[lm])n e (Rn)n, respectivamente. Entéo

en:ZAnvjdj, n=0,1,2-, (2.6)
j=>0

onde, de acordo com (2.5),

N .
m Ti—n,j se n<j<n+N
Mg = (en, By) = Y mijlen, PN (@) =4 77
i=0

0, caso contrario .

Assim, (2.6) reduz-se a

n+N
en= Y Tjinsdj, n=0,1,2"-. (2.7)

j=n
De modo anélogo se mostra que

n+M
Cn = Z Sjmidi, n=0,1,2,--- . (2.8)
j=n

Agora, considerando as equagoes (2.7) para n = 0,1,---,M — 1 e (2.8) para

n=0,1,---, N — 1, obtém-se o seguinte sistema de equacoes lineares
do €
dy—1 em—1
AM+N = 5 (29)
dM Co
| dmyn- | | eN-1 |
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N+M
onde AM+N = [aij]i7j:1 N

com a;; definido em (2.2). Como det (Apr+n) # 0,
resolvendo (2.9) a respeito de d; obtém-se
d;i=/lioeo+ -+l pm—1enm—1+Limco+ -+ 4 My N—1CN—1 (2.10)

parai=0,1,--- , M +N—1,onde ¥4, ; (j=0,1,---, M+ N —1) sao constantes.

Considere-se agora o sistema formado pelas duas equagoes que se obtém de
(2.7) para n = M e de (2.8) para n = N. Multiplicando a primeira destas duas
equagoes por Sy, m+nN € a segunda por 7y a+n, € subtraindo em seguida as

equagoes resultantes, obtém-se

spM+Nem — TN N+MCN = ldg + -+ v kdN4 -1, (2.11)

onde K := min{N, M} e {1, -+, €p1 N—K sdo constantes. Entdo, substituindo

dg, - -,dyyam—1 dado por (2.10) no segundo membro de (2.11), obtém-se

apey + -+ ap—1epm—1+ SM,M+NeMm

(2.12)
= Boco + -+ + BN-1CN-1 + "N, N+ MCN ,
onde g, -+, ap—1, Bo, - -+, Bn—1 sao constantes. Tomando a derivada de ordem
k em ambos os membros de (2.12), tendo em conta as relagoes
DFc, = (=1D)*(n+ Dibpys , (2.13)
Dme, = (—1)"(n+ 1)mantm , (2.14)
e uma vez que se assume que m < k, de (2.4) obtém-se
DF" (D) = Un gV, (2.15)

onde

(M +1)msSMN+M
Barim(z) = (1) M g
(u, P,

+ Tt pm—1(2) ,
+m>

(N+1DerNN+M Ntk
Uyip(z) = (=1) : Nt
+ ( ) ( ) <V5Q?\]+k>

com Taf+m—1 € Pritm—1 € TN+k—-1 € Pnik—1. E claro que ®prym € Unyp s0

+ ANr-1(T)

polinémios de graus M + m e N + k, respectivamente.

Agora, considere-se um novo sistema com duas equagdes, uma das quais é
(2.7) paran = M +1 e a outra é (2.8) paran = N+ 1. Multiplicando a primeira
destas equagoes por sy,m+nN+1 € @ segunda por ry,m+nN+1 € subtraindo em

seguida as equagoes resultantes, deduz-se

SM,M+N+1€M+1 — "N, N4+ M+1CN+1 = Lidg1 + -+ yryv—xdniar, (2.16)
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onde {1, -+, lyyN—k slo constantes. Mas, de (2.7) com n = M podemos
escrever
M+N-1
1
dyviy=——|en— E ri—mjdj |
TN,N+M puyy

logo o segundo membro de (2.16) pode exprimir-se como uma combinagao linear
das funcionais dg, -+, dy4ar—1. Assim, usando (2.10), conclui-se que

apeo + -+ Apm—1€M—1 + SM, M+ N+1€M+1
(2.17)

= foco+ -+ BN—1CN—1 + "N, N+ M+1CN+1 ;

onde ag, -+, apr_1, BO, e 7BN—1 sao constantes. Finalmente, tomando a derivada
de ordem k em ambos os membros de (2.17) e tendo em conta (2.13), (2.14) e

(2.4), deduz-se

DF ™ (@ prpmiiw) = Unypy1v, (2.18)

com

M +2)mSp,M+N+1
( )77; +N+ $M+m+1 +7TM+m(iU),
(W, Pyrims)

Prrimyr(z) = (=)™

(N +2)k7N, N4 M+1 LNk
(v, Q?V+k+1>

U (2) == (=1)* + Tnak()

onde T 4+m € PMym € %NJrk € PN+k- O

Observagao 2.2. Considerando k = m = 0 no Teorema 2.1 obtém-se o resul-
tado principal estabelecido por J. Petronilho em [79]: u e v estio relacionadas

por uma modificagdo racional:

<I>Mu = \I/NV .

2.3 Relacao entre as séries formais de Stieltjes

A fim de explorar o significado da equagéo diferencial distribucional (2.3) ligando
as funcionais lineares u e v dadas pelo Teorema 2.1, é 1til obter informacao a
respeito dos momentos destas funcionais. Isto traduz-se por estabelecer a relagao

entre as correspondentes séries formais de Stieltjes,

Un Un

Su(z) ::_ZW’ S"(Z)::_ZW’

n>0 n>0
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onde u, = (u,z") e v, := (v,2™) para todo o n = 0,1,2,---. A derivada
(formal) de ordem j de Sy(z) é dada por

SP () = (1) “(n+1); n+1+] : (2.19)

n>0
Notemos que dado ¢ € P, 0y¢ é definido por (1.3) com ¢ = 0, o que implica,

tendo em conta (1.4), que ufy¢ é o polinémio definido por

2(60®)(2) — 5(90¢)(§)>
z—£ '

Teorema 2.3. Nas condigcoes do Teorema 2.1 verificam-se as igualdades

(w0} (2) =  ue

Uy ki(2)Sv(2) = (@arymi(2)Su(2) "™ = B(zi), =01 (2.20)
onde B(+;0) e B(:;1) sdo polindmios em z, dados explicitamente por
B(z;1) = (Wo®prymi)* ™ (2) = (V00U Nysi)(2) , i=0,1,
com grB(+i) <i—1—k+max{M +2m, N + 2k} para i =0, 1.

Demonstragao. Provaremos (2.20) para ¢ = 0. O caso i = 1 demonstra-se de

forma analoga. De (2.3) com i = 0 obtém-se
(DF=™(@pppmu),2") = (Uy v, "), n=0,1,2,---.

Pondo
M+m N+k

Dprim(z Z ayz e Unii(z Z b, 2"

obtém-se a seguinte relagao linear entre as funcionais u e v:

M+m N+k
(_1)k—m Z a, (TL —k +m + 1)k7m Un—k+m+v — Z byvn+y
v=0 v=0
para n = 0,1,2,---. Multiplicando ambos os membros desta igualdade por
27" e somando paran =0,1,2,---, deduz-se
M+m u N+k v
k m n—k+m-+v n+v
2w (n—htma D, ZTEEE =) b ) ST
n>0 = n>0
(2.21)
Mas,
Un4v o o
Zzn-i-l_ ( +Zzn+1> 9 —0;7N+k (222)
n>0
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e, parav =0,---, M + m, tem-se

LR=m—v Z n—k+m+1),_ Un—ktmiv

m Zn-i—l
n>0
unJrv
= Z (n + 1)79—7" s+l
n>0
k—m k m
- n+u
=3 (557) ey Sy, vty
j=0 n>0
k E—m ) ) ) v—1 U,
- < P [ ((—nﬂ“zﬂs@( =S (1), ,,+1> |
j=0 n=0
(2.23)
sendo a segunda igualdade precedente justificada tomando p =k —m, a = —v

e S =n+ v+ 1 na seguinte formula analoga a formula da binomial [7, pg.70]
P
@0, =3 (") @i ),
§=0
a qual se verifica para todos os nimeros complexos « e § e para todo o nimero
inteiro ndo negativo p. Substituindo (2.22) e (2.23) em (2.21), e tendo em
conta que, para um dado polinomio ¢ de grau p, digamos, ¢(z) = > 0 _ ¢, 2", 0

polinémio ufy¢ admite a representacao explicita

p—1
(ubo)(2 Z Cut1 Z w2 =Y <Z Cy1ln— u) ;
v=0

obtém-se o resultado desejado. O

Teorema 2.4. Nas condicoes do Teorema 2.3, se k > m entao

k—m
> A)88(:) = B2) (224
v=0

isto €, Su(z) € a solugdo (formal) de uma equagdo diferencial ordindria nao-
homogenea de ordem k —m com coeficientes polinomiais, dados por
A,(2) = () [onsn@@nt () = v (9550
B(z) := Y N1k+1(2)B(2;0) — Un1x(2)B(z; 1),

onde
grA, < N+ M+2m+1+v, v=0,---,k—m,

gr B < N 4+ max{M + 2m, N + 2k} .

Demonstragio. Considerem-se as duas equagoes resultantes de (2.20) parai =0

e ¢ = 1. Multiplicando ambos os membros da primeira destas equacoes por
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U, +k+1(2) e os da segunda por ¥, x(z), e subtraindo em seguida as equagoes

resultantes, obtém-se
U (2) (Pargm1S0) "™ (2) = Un g (2) (@arpmSu) "™ (2) = B(2)

o que prova (2.24), tendo em conta a regra de Leibniz para a derivada de um

produto. O

Observagao 2.5. Resolvendo (formalmente) a equagao diferencial (2.24) obtém-

se Su(z). Logo utilizando a equagdo (2.20) também se obtém Sy (2).

24 Ocasok=m-+1

Caracter Semiclassico

O caso em que k = m + 1 no Teorema 2.1 é particularmente interessante,
uma vez que nesta situagao ambas as funcionais u e v sao funcionais lineares
semicléassicas. Note-se que se kK = m + 1 entao o Teorema 2.4 mostra que Sy
satisfaz uma equagao diferencial ordinaria do tipo (1.33), o que permite concluir
imediatamente que u é uma funcional semiclassica. Nas proposicoes seguintes
mostra-se que v é também uma funcional semiclassica e, além disso, cada uma

das funcionais u e v é uma modificagao racional uma da outra.

Teorema 2.6. Nas condigoes do Teorema 2.1, sek=m+1 e (Pn)n = (Qn)n,

entao u e v diferem por um factor constante (nédo nulo) e
D(®prr4mu) = YN imi1u,
isto €, u € semicldssica de classe quando muito max{M +m — 2, N +m}.

Observagao 2.7. O caso especial m = 0, N =0 e M = 2 no Teorema 2.6,
dd uma conhecida caracteriza¢ao para os polindmios ortogonais cldssicos, que
estabelece que as SPO’s cldssicas sao as unicas SPO’s tais que cada polindmio é

uma combinagao linear de derivadas de trés polinomios consecutivos da mesma

familia (ver e.g.[48]).
Quando (P,), # (Qn), verifica-se o seguinte Teorema:

Teorema 2.8. Nas condigoes do Teorema 2.1, suponha-se que k = m + 1.

Entao u e v sao funcionais semicldssicas de classes quando muito N + M +2m
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e N+3M+4m (resp.), as quais estao relacionadas por uma modifica¢do racional.

Mais precisamente, verificam-se as relagoes

Au = dv (2.25)
D (Pu) = Yu, (2.26)
D (&N) =Uv, (2.27)

onde

—— ! !
A= (I)M+mq)1\/[+1+m - (I)M+1+m(1)M+m € ,PQ(Mer) )
O =Py Uniorm — PvrirmUNt14m € PNimromt2

U=y o ®rem — Yy om @Prrriem € Pramsomst
P :=ADc PN+sM+amy2 , Y i= 2N'® + A(\I/ — ‘I)/) € PN4+3M+dm+1 -

Demonstracao. Do Teorema 2.1 obtém-se

D (®rp4mu) = Uny14mV, D (Put14mt) = UnioimV (2.28)

donde se deduzem facilmante as igualdades (2.25) e (2.26). Para provar (2.27)

note-se primeiramente que, atendendo a (2.25), é
D (&)v) — D(A(®v)) = A'dv + AD (Au) .
Consequentemente, e tendo em conta que

D(A) = D (P (Prrpm) = D (P, (Part14mu))

1" /
Py 1em ®rrrm U+ Py UN 14 Y

—(I)I](4+mq)]\/[+1+mu — (I)/I\/[+m\I]N+2+mv
— ANu+ (V- v,

obtém-se o resultado pretendido. O

Observagao 2.9. Permanece em aberto o problema de saber se as funcionais

u e v ainda sdo semicldssicas no caso em que k > m + 1.

Observagao 2.10. Os numeros N+ M +2m e N +3M + 4m que aparecem no
Teorema 2.8 sao limites superiores para a classe das funcionais semicldssicas
u e v. Para familias concretas de SPO’s estes niumeros podem nao coincidir
com a classe das funcionais u e v. Um exemplo que ilustra esta situac¢do €

apresentado abairo.
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Observagao 2.11. Se as funcionais requlares u e v que figuram no Teorema
2.8 forem definidas-positivas, existem duas medidas de Borel positivas du, e
dus, cujos suportes sdao cojuntos infinitos e com momentos de todas as ordens
finitos, tais que u e v admitem as representacgoes integrais

+oo +oo

wh= [ tan, wp=[ sdum. sep.

o —o0
Nestas condigdes, assumido ainda que u e v sao definida-positivas e que todos
0s zeros do polinomio A sdo reais e distintos, digamos, x1 < xa < -+ < @,
(v := grA > 1) e que estao todos fora do invélucro convero do suporte de
du, pode mostrar-se (ver Apéndice A) que a equagdo (2.25) conduz & sequinte

relagdo entre as medidas duq e dus:

_ |2 ™ bl o
dpy (z) = @ dug(:zr)—l—ZMZ(S(x ;) (2.29)
i J—1 gro—1 ) )
M; = ﬁ S oI @—wuoy = > %(m)“ (0) — (i) F i, dpo)
v j=1k=1 j=0 “°

onde ug ; = (Hfi[ifj (x — xgrA,Hl)u)O ,j=1,---,grA. Aqui, 0., é o operador
definido como em (1.8) e F(-;dus2) € a transformada de Stieltjes associada &
medida dus, definida por (1.16). Naturalmente, se todos os zeros do polindmio
O sao reais e distintos, entdo uma equagdo andloga a (2.29) pode ser escrita

expressando dus em fungdo de duy .

Um exemplo

Apresenta-se de seguida um exemplo ilustrativo que mostra que as provas dos
Teoremas 2.1 e 2.8 s@o construtivas. Considerem-se duas SPOM’s (P,,)n, € (Qn)n

e suponha-se que tais sucessoes satisfazem a relacao

/ Q/
Sntl g, =12, (2.30)
n+1 n

Pn + TnPnfl =
onde (75,)n € (Sp)n s80 sucessoes de nimeros reais tais que

_1 _ 4 _ 29 _ 1 _ 2 _
=g, T™=1, T"3=3g, S1=—3, S2=—"75, 83=—

e

sendo os primeiros cinco polindmios da familia (Q,,), dados por
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Nestas condicoes, os Teoremas 2.1 e 2.8 permitem caracterizar completamente
ambas as SPO (P,), e (Qn)n. Os detalhes dos calculos a efectuar serdo aqui
omitidos e remetidos para o Apéndice B. Note-se, primeiramente, que a relagao
(2.30) corresponde a uma situagido onde k = 1, m = 0e N = M = 1. Da

demonstracao do Teorema 2.1 deduz-se (ver Apéndice B.1)

Pi(z) =—3z+5, Uy(x)=—62—4z+2,

Oy(z) = —%IQ + %xg - % , Us(x) = —%xg + %:1: , (2:31)
logo das relagoes (2.26) e (2.27) no Teorema 2.8 obtém-se
D((?—17w) =6 (2~ 1) (s~ })u, o)
D((z+1)2*z—-1)*v)=6(+1)(z—1)*(z+3)v.

Assim, u e v sdo funcionais semiclassicas de classes quando muito 2 e 4 (resp.).
Aplicando o algoritmo de redugao da classe descrito na secgao 1.5, deduz-se que

u e v satisfazem as equagoes (ver Apéndice B.2)
D((1—-2*u)=2(1-22)u, D((1-2%)v)=—2av. (2.33)

Consequentemente, u e v sao funcionais classicas, e decorre imediatamente por
comparagao com a Tabela 1.1 que (P,),, € uma SPOM de polinémios de Jacobi

e (Qn)n a SPOM dos polinoémios de Legendre:

P, = ]350’2) , Qn= PO =T, .

n

ﬁr(LOQ)

A relagao (2.30) entre os polindémios eL,é conhecida, e pode obter-se

como um caso especial da familia J; 5 considerada em [21, pg. 251].



Capitulo 3

Pares (M, N)—coerentes

3.1 Introducao

No capitulo 2 estabeleceram-se relagoes entre as funcionais (regulares) u e v,
associadas a duas SPOM’s, (P,)n € (Qn)n, cujas derivadas de ordem m e k

satisfazem uma relagao de estrutura do tipo

N M

“S(m ~(k
S i B (@) =Y 500QW 4 (@) (3.1)
1=0 1=0

para todo o numero inteiro n > max{M, N}, onde M e N sdo nameros in-
teiros nao negativos e r; ,, e s;, sdo nimeros complexos que satisfazem certas
condigdes, com a convencdo 1, , = S;n = 0 se n < i (cf. Teorema 2.1). A
relagao algébrica (3.1) aparece de modo natural relacionada com a teoria dos
polinémios ortogonais de Sobolev, na situagao em que as funcionais u e v ad-
mitem representagoes integrais em termos de duas medidas de Borel positivas
p1 e po (resp.), as quais permitem definir o produto interno de Sobolev
+o00 +00
(f.9)s = / fgdps + /\/ fg'dur, (3.2)
—o0 —o0
onde se assume A > 0 e que p;1 e 2 tém suporte contido num intervalo I C R.
O estudo de SPO’s a respeito de produtos internos de Sobolev comecou em
1947 com um artigo pioneiro de D. C. Lewis [44] relacionado com o estudo de
um problema de aproximacao dos minimos quadrados a respeito de um produto
interno que pode ser visto como um caso especial de um produto interno de
Sobolev. Em 1962 P. Althammer [5] publicou um trabalho que é apontado

como o primeiro trabalho exclusivamente centrado neste tipo de ortogonalidade,

33
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considerando explicitamente um produto interno da forma (3.2), onde du; =
dpe = x(~1,1)dz (medida de Lebesgue suportada no intervalo [~1,1]) e A > 0,
sendo os correspondentes polinémios ortogonais de Sobolev designados, hoje
em dia, por polindomios ortogonais de Legendre-Sobolev. Apods o trabalho de
Althammer varios autores estudaram SPQO’s a respeito de produtos internos
do tipo (3.2). Um problema que atraiu a atengdo dos investigadores foi o de
encontrar a melhor aproximagao no sentido dos minimos quadrados a respeito

do produto interno (3.2), para fungoes f € WH2[I,dus, dusz], onde
WL dpn, dps] = {f: I = R|fe L, (I), f e L, (1)}

por fungoes polinomiais do espago P,,. E. A. Cohen [20] introduziu a designagéo
“Sobolev space” neste dominio de investigagao. A ortogonalidade de tipo Sobolev
atraiu atencao consideréavel, especialmente apos a publicagao de dois trabalhos
de A. Iserles, P. E. Koch, S. P. Ngrsett, e J. M. Sanz-Serna [34, 35|, nos quais
os autores se centram na anélise dos coeficientes de Fourier-Sobolev de fungoes
f € WH2[I,duy,dus] a respeito da SPOM de Sobolev associada, sob a hipotese
de {dua,dp1} ser um par coerente de medidas, num sentido introduzido em
[35], e que se caracteriza por as SPOM’s associadas a u1 e po satisfazerem uma

relagao de estrutura do tipo

’
Pn: n+1 " ’ =0.1.2.---
n+1+SQn’ n 9 Ly &y )

onde (8,)n € uma sucessdo de nimeros nao nulos, ou seja, trata-se de uma situ-
agao em que (N, M, m,k) = (0,1,0,1) em (3.1). K. H. Kwon, J. H. Lee e F.
Marcellan [42] estudaram os polinémios ortogonais de Sobolev associados a uma
relagéo do tipo (3.1) com (N, M, m,k) = (0,2,0,1) e A. M. Delgado e F. Mar-
cellan [21] estudaram o caso (N, M,m, k) = (1,1,0,1). O casom =0, k = 1,
N =0 e M arbitrario foi analisado por F. Marcellan, A. Martinez-Finkelshtein
e J. Moreno- Balcazarem [51], dando origem ao conceito de k—coeréncia (desi-
gnacao introduzida em [51], embora, de acordo com a notagao que aqui se adop-
tou, se devesse, mais propriamente, escrever M —coeréncia).

Resumos histéricos sobre a Teoria dos Polinémios Ortogonais de Sobolev
podem ser encontrados, e.g., no artigo [68] de H. G. Meijer, na dissertagao
de doutoramento de J. Moreno-Balcazar [70] e, ainda, na introdugéo do artigo
[25] de W. Gautschi e M. Zhang. Uma lista contendo um elevado namero de
referéncias bibliogaficas sobre ortogonalidade de Sobolev foi compilada por F.

Marcellan e A. Ronveaux [58].
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3.2 Pares (M, N)—coerentes

Nesta secgao introduz-se uma generalizagdo da nogao de coeréncia (introduzida

em [35]) que abarca também a nogao de k—coeréncia (introduzida em [51]).

Definicao 3.1. Sejam u e v duas funcionais requlares em P’ e designem (Py,)n
e (Qn)n as correspondentes SPOM’s (respectivamente). Sejam M e N dois
nimeros inteiros nao negativos. Diz-se que (v,u) é um par (M, N)—coerente
se existirem nUmMeros reais T1m, 3TN € Sins > SMn, COM TN, 7 0 para

n>N esyn#0 paran > M, tais que

a (2)
JI) + Z 'f‘i,npn—i(x) = n+1 + Z Sjn n- J+1 (33)
=1

n+1 n—j+1
para todo on=0,1,2,---, com a conveng¢ao
n=0 para n<i<N e $i,=0 para n<j<M. (3.4)

Nestas condigoes, também se diz que ((Qn)n, (Pn)n) € um par (M, N)— coerente.

Q'/n, ]+1(I) —

P | = 0 quando

Observagao 3.2. Em (3.8), adoptam-se as convengoes

n—j+1<0eP,_; =0 quando n —1i < 0.

Observagao 3.3. No caso definido-positivo as funcionais u e v que figuram na
definicao precedente admitem representacdes integrais caracterizadas por medi-
das de Borel positivas (com momentos de todas as ordens finitos e cujos su-
portes sao conjuntos infinitos), digamos, dpy e dus (resp.). Nestas condigoes,
sendo (v,u) um par (M, N)—coerente, também se diz que {dua,dp1} é um par

(M, N)—coerente de medidas.

Apos o aparecimento da nogao de coeréncia [35], surgiram varias genera-
lizacoes deste conceito, as quais podem ser vistas como casos especiais da
(M, N)—coeréncia. De facto, a coeréncia corresponde ao caso N =0 e M = 1;
ocaso N = 0 e M = 2 foi estudado por M. G. de Bruin e H. G. Meijer
[14] e por K. H. Kwon, J. H. Lee e F. Marcellan [42]; em [51] F. Marcellan,
A. Martinez-Finkelshtein e J. Moreno-Balcazar consideraram o caso N = 0 e
M =k+1 (k € Ny), a ja referida k—coerencia, a qual se pode identificar,
portanto, com a (k + 1,0)—coeréncia; também F. Marcellan e A. Delgado [21]
realizaram um estudo detalhado do caso M = N = 1, determinando todos os
pares (1,1)—coerentes, provando que pelo menos uma das funcionais regulares

associadas a um par (1, 1)—coerente é semiclassica de classe quando muito igual
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a um, generalizado resultados de H. G. Meijer obtidos no contexto dos pares
coerentes.

Uma outra generalizagao da nogao de coeréncia foi introduzida por P. Maroni
[63] (veja-se também [64]) e por R. Sfaxi e J. Alaya [88], que consideraram uma

relagao de estrutura algébrica do tipo

(3.5)

(s > 0; ¢t :=gre¢; \pn—s # 0 para todo o n > s) e chamaram a um par de
SPOM’s ((Py)n, (Qn)n) satisfazendo (3.5) um par coerente associado a ¢ com
indice s. Usando a RRTT a que satisfaz a SPO (P,),, e expandindo ¢(z)P, (x)
como uma combinagao linear dos polinémios P,,_¢, - - -, Py, conclui-se que (3.5)
se pode reescrever sob a forma (3.3), com N = 2t e M =t + s. Deste modo,
conclui-se que um par coerente associado a ¢ com indice s pode ser visto como
um par (M, N)—coerente.

Uma questao importante neste contexo é a da classificagdo das SPOM’s (ou
das correspondentes funcionais regulares) que definem pares (M, N)—coerentes.
No caso da coeréncia, H. G. Meijer [69] provou que se ((Qn)n,(Pn)n) é um
par coerente entdao ou (P,), ou (@), é uma SPOM classica. Além disso [49,
50, 69]: se ((Qn)n, (Pn)n) € um par coerente entdo ambas as sucessoes (Py),
e (Qn)n sdo semiclassicas (sendo que uma destas é necessariamente classial).
Esta propriedade é preservada no caso das familias (M, N)—coerentes, i.e., se
((Qn)n, (Pn)r) é um par (M, N)—coerente entdo ambas as sucessoes (P,), e
(Qn)n sdo semiclassicas. Este facto é estabelecido no teorema seguinte e trata-

se de uma consequéncia imediata do Teorema 2.8 no caso em que m = 0.

Teorema 3.4. Se (v,u) € um par (M, N)—coerente entdo as funcionais u e v
sdo semicldssicas de classes quando muito N+ M e N+3M (resp.), desde que a
condi¢Go TN M4+ N TN, MAN+1SMM+N SMM+N+1 det (Anyar) # 0 se verifique,
onde a matriz Ay € definida por (2.2), a partir dos coeficientes rin € Sjn
que aparecem em (3.3). Além disso, cada uma das funcionais u e v € uma

modificagdo racional da outra.

Observagao 3.5. Quando (M,N) = (0,0) o Teorema 3.4 recupera um famoso
resultado de W. Hahn [29] sobre uma caracteriza¢ao das funcionais cldssicas, e
quando (M, N) = (2,0) obtém-se o Teorema 3.3 de [42]. Para (M,N) = (1,1)

o teorema anterior permite recuperar resultados de [21].
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Em [69] Meijer deu a classificagdo completa dos pares de medidas coerentes
(e simetricamente coerentes), descrevendo todos os pares possiveis. Em parti-
cular, quando o suporte das medidas du; e dus sao conjuntos compactos, Meijer
mostrou que pelo menos uma das medidas é de Jacobi. Com base na classifi-
cacao de Meijer, em [51] construiram-se alguns exemplos nao triviais de pares
k—coerentes, incluindo pares coerentes em que ambas as medidas du; e due tém
suporte compacto, mas nem dp; nem dus é a medida de Jacobi. Também, em

[21] foram descritos os pares (1,1)—coerentes.

3.3 SPO’s de Sobolev e pares (M, N)—coerentes

Nesta secgao assume-se que du; e dug sao duas medidas de Borel positivas com
momentos de todas as ordens finitos e cujos suportes coincidem com um mesmo
conjunto infinito de ndmeros reais. Deste modo, pode-se definir o seguinte
produto interno de Sobolev no espago P (aqui, o conjunto de todos os polindmios
de coeficientes reais)
—+oo +oo
(f.9)s = / fgdps + /\/ fg'dur, (3.6)
— 00 — 00

onde se supde A > 0. Note-se que (3.6) se pode reescrever sob a forma

(f,9)s = {902+ X[ g'h

onde {-,-)1 e (-, )2 sdo os produtos internos definidos por du; e dus, i.e.,

+00

(f,9)i =/ fgdp:, i=12.
—o0
Designe (S.), a sucessdao dos polinémios ménicos de Sobolev, ortogonais a re-
speito do produto interno de Sobolev (3.6), obtida por aplicagido do processo de
Gram-Schmidt & base candnica de P.
O proximo resultado generaliza para pares (M, N )—coerentes uma propriedade

bem conhecida para pares coerentes e k—coerentes (cf. [35, 14, 42, 51]). A prova

é uma adaptagao da demonstracao de [51, Prop. 1].

Teorema 3.6. Seja {due, dur} um par de medidas (M, N)—coerente, caracter-
izado pela relagio de estrutura (3.3). Seja K := max{M,N}. Entao, existem

. o A A ;
numeros reais tq ,,, - - -, tyx ,, tais que

n+1
Qn+l +Z Sjn ]+1Qn J+l( ) n+1 +Zt n— 7+1 ) (37)
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para todo on =0,1,2,---, com
t;n:O se n<j<K. (3.8)
Além disso, verifica-se o sequinte:
(i) se N # M entao t%()n # 0 para todo o n > K;

(i) se N = M(= K) entio ty,, # 0 para todo o n > K se e s6 se X satisfaz

2
A —Kn 1@n— el 5 para todo o n> K . (3.9)
Tk (n— K +1)2 | Pokl[]

Demonstracio. E bem conhecido que os coeficientes de qualquer polinémio de
Sobolev S sdo fungdes racionais do parametro ), onde o numerador e o denom-
inador de cada uma destas fungoes racionais sdo polinémios (em \) do mesmo
grau. Assim, existe

Rn('r) ::)\EIJPOOS)\( )7 n2071527"'

Para cada n, R,, € um polinomio de grau n. Além disso [65]

(Ro1)2 =0, n>1, (3.10)
(R, 1,2™)1 =0, 0<m<n-1, n>1. (3.11)

De (3.11) obtém-se
i1 =m+1)P,, n>1. (3.12)

Assim, (3.3) pode reescrever-se na forma

N /

Ll Ri_i Qi1 < j+1
n n—i _ Yn ) n—j
1 +D T n—itl ntl +;SJ=”n—j+1

1=

para todo o n > 0. Primitivando ambos os membros desta igualdade e tendo

em conta (3.10) deduz-se

N
Ryt1 Ry_it1 Qn+1 Qn Qn—j+1
in - = 3.13
n+1+;T’n—z+1 n—|—1+z Jm —-J7+1 ( )

para todo o n > 0. Exprimindo o primeiro membro da igualdade (3.13) na base
{S)}1E5, obtém-se

+1 al +1 Sy e 2
m nl n+1 n

i,n = S )
n+1+;T —i+1 n+1+;n+1 n—k+1




Coeficientes de Fourier-Sobolev 39

para todoon =0,1,2,---, onde os niimeros t?)n (k=1,---,n+1) sdo definidos

por

tkn n al nz
Isboenlly ity = (B 3o, Fostr s L) L o
=1 s

sendo ||||g a norma associada ao produto interno de Sobolev (3.6). De (3.13) e

(3.12) deduz-se

tAn M s
[ k+1HS il Zﬁ (@n—jr1, 90 ji1)y
5=1 (3.15)
/
+/\;ri,n <Pn—i7 (Sé—k-q-l) >1
para todos os inteiros n = 0,1,2,--- e k = 1,---,n + 1. Assim, fixado n,

obtém-se t?,n = 0 para k > K, o que prova (3.7) para n > 0. Partindo da
relagao (3.14), a qual é valida para todo o n > 0, e atendendo a (3.10) e (3.12),
conclui-se facilmente que as igualdades (3.8) se verificam. Finalmente, para

k = K := max{M, N} obtém-se

SM.n HQn7M+1H2
M T e 22 se N<M
n M ISl
) Pon|}
_Kn /\rNyn(n—N+1)”/\7NHl se N>M
= 152wl
2 2
SN |@n-N+1lls + ATn, n(”}\‘ N +1)? [ Po—n I3 se N=M,
(n—=N+1) |5}yl
(3.16)
o que permite concluir a veracidade das afirmagdes (i) e (ii). O

Observagao 3.7. Sendo A > 0, a condigio (3.9) € verificada desde que se

cumpra a condi¢c@o Sk nTK,n > 0 para todo on > K.

3.4 Coeficientes de Fourier-Sobolev

Nesta seccao analisamos a série de Fourier-Sobolev de uma fungao f pertencente
a um espaco de fungodes apropriado, quando no produto interno de Sobolev
(3.6) {dpz2,dus} € um par de medidas (M, N)—coerente. Os requisitos de base

exigidos a fungdo sdo f € L> e f' € L2 . A série de Fourier-Sobolev ¢

@~ s, .17
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onde, para cadan =0,1,2,---,
fa=Fa) = (£, S0)s 5 sn=s5a(N) = (S5, S0)s = IS211% - (3.18)

Os nimeros ¢, = ¢, (\) := fn/s, s@o os coeficientes de Fourier-Sobolev de f
a respeito da SPOM (S2),. Em [35], A. Iserles, P. E. Koch, S. P. Ngrsett
e J. M. Sanz-Serna estabeleceram um algoritmo eficiente para o céalculo dos
nameros f, e s, (logo, para a determinagio dos coeficientes de Fourier-Sobolev)
no caso em que {dp2,dp;} é um par de medidas coerente. Este algoritmo
foi generalizado por K. H. Kwon, J. H. Lee e F. Marcellan [42] no caso de
{du2,dp1} ser um par de medidas (2,0)—coerente. No que se segue vamos ex-
tender estes algoritmos para o caso geral em que {duz, dug } € um par de medidas
(M, N)—coerente. A construgado do algoritmo baseia-se nas duas proposi¢oes
seguintes, que mostram como determinar as sucessoes (fn)n € (Sn)n em (3.18).
As provas destas proposicoes serao feitas com base na propriedade algébrica

estabelecida no Teorema 3.6.

Teorema 3.8. A sucessao (fn)n definida por (3.18) satisfaz
K
Jnt1 +Zt;\=nfn—j+l =u, (n=0,1,2,--), (3.19)

onde u,, = u)(f) € definido por

Sjn(n+1)
-J7+1

N
A+ D) Pat Y TinPai -

i=1

= ([, Qnt1 + Z Qn—j+1)2

(3.20)

Demonstragao. Por um lado, pelo Teorema 3.6, tem-se

(n+1) sjn

K
i1 anj+1>2 - th7"<fa S7>z\—j+1>2 (3:21)

J=1

<fv n+1>2 = <f Qn+1 +Z

para todo o n = 0,1,2,---, com a convengao (3.4), onde ¢, = t;‘n Por outro
lado, por (3.3) e usando o Teorema 3.6, tem-se

K

N
(n+1) <Pn + Z Ti,nPn—i> = (SQH)/ + Z tjvn(Sr)L\fjJrl)/
i=1

Jj=1

para todoon =0,1,2,---, logo

N K
(i) =+ D Pt > rimPaci)i— Y tin(f' (Sh_ji) 1 (3.22)
=1

i=1

para todo o n=0,1,2,---. De (3.21) e (3.22) obtém-se (3.19). O
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Note-se que (3.19) é uma equagdo de diferengas ndo-homogénea de ordem
K. Assim, os f,’s podem ser determinados recursivamente, desde que sejam
conhecidos os t;,’s. Note-se também que os u,’s sao conhecidos, uma vez que
sao directamente calculados em termos da funcao dada, f, do parametro \ e da
relagdo (3.3) na definigdo de (M, N)—coeréncia.

Em seguida, mostra-se que os s;’s, conjuntamente com os t?)n’s, satisfazem

um sistema de K + 1 equagoes de diferencas. Convenciona-se que
ton=1 se n>0. (3.23)
Teorema 3.9. Verificam-se as sequintes relagoes
¢
Sn—K+041 1K _gn = Clm — Z b e ER— i Sn— K+ —it1 (3.24)
i=1

para £ =0,1,--- K en=20,1,2,---, onde

M
Con = Z SimSi—K+tn—K+0||Qnoi+1]3
i=K—¢
N
A+ D)= K+0+1) Y rinriokpen-rel Paill?
i=K—¢
(3.25)
- (n+1)sin
com S p = —————.
' n—i+1
Demonstragio. Fazendo k = K — ¢ em (3.15) obtém-se
M
Sp—K+40+1 tﬁ;_&n = Z gj,n<Qn—j+1a 527K+z+1>2
=KL (3.26)
!/
+A Z (n + 1)rjn(Pajs (Sp_gyes1) 0
j=K—¢

paral =0,1,---, K. Usando a definigao (3.3) de (M, N)—coeréncia e o Teorema
3.6, deduz-se de (3.26), apos alguns calculos, que

A
Sn—K+t+18K o p

M M
= Z Zgjvngixn—K+€<Qn—j+17Qn—K+é—z‘+1>2
j=K—£i=0
M K
o Z Z§j>"t?7n—K+é<anj+la SQ—K+Z—1'+1>2
j=K—ti=1
N N
+An+1)(n—K+0+1) Z FimTime 4t (Pajs PoeKit—ilt
j=K—¢i=0
N K /
—Aln+1) Z erv"tz/‘\,n—K+é<Pn—ja (sz\—K-i-é—i-i-l) b1
j=K—ti=1
(3.27)
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paratodoo ¢ =0,1,---, K. Usando a ortogonalidade, conclui-se que os primeiro

e terceiro termos no membro direito da igualdade (3.27) sdo iguais a

M
Z 5jnSi— i rem—k+e|Qnoji1l3
Jj=K-—

14

N
An+1)(n—K+£+1) Z TinTj—Kttm—k+e| Pajlli
j=K—¢

(respectivamente). Além disso, o segundo termo do membro & direita da igual-

dade (3.27) é igual a

Y M
A ~ A

E Vin—K+t E Sj-,n<Qn*j+1a Sn7K+E+17i>2 .

i=1 j=K—t+i

De facto, notando que <Qn*j+1787)7,\7K+27i+1>2 =0sej< K-—-{+iousei>
M — K +/{ (para quaisquer £ € {0,--- , K}, i e {1,---,K}ej e {K—-{,---,M}),

o segundo termo do membro direito de (3.27) é igual a

M—K+f M
A ~ A
E Uin—K+t E 5 (@n—j+1,Sn_Kio—it1)2
i=1 =K —t+i
¢ M
_ A ~ ‘ A
= E Uin—K+t E 5 (Qn—j+1,Sn_K4e—it1)2 5
i=1 J=K—t+i

sendo a ultima igualdade justificada pelo facto de ser

¢ M
A ~ A _
E Uin—K+t E 55 Qn—j+r1, 90 _rie—iy1)2 =0,
=M KA04+1 =K —t+i

(a igualdade pode ser verificada distinguindo os dois caso possiveis K = M e
K = N). De modo analogo se mostra que o quarto termo do membro direito de

(3.27) é igual a

£ N

Dotaekre Y P (Pamgs (Sh— i +e41-) )1

i=1 J=K—t+i
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Assim, (3.27) pode reescrever-se na forma

A
Sn—K+e4+1t%_¢ 5

M
- Z gi,n§i7K+f,an+f||Qn7i+l||§
i=K—¢
N
A+ D) =K +0+1) Y rinriogpon kel Paill?
i=K—¢
’ M

- Z t?,n—KJré Z §j7n<Qn7j+1v S’I)I\—K'f‘f-'rl—i>2

i=1 J=K—l+i

N li
+A(n+1) Z Tj,n<Pn—j7 (527K+e+17i) )
J=K —t+i

Mas, de acordo com (3.26), a expressdo entre paréntesis na ltima soma é igual

a t}‘(75+i7nsn_K+g_i+1, obtendo-se o resultado pretendido. O

Efectuando a mudanga de variavel £ = K — j em (3.24) e, em seguida,
mudando n em n + j — 1 na equagao resultante, obtém-se
K—j
Sntjntj—1 = CK—jntj—1 — Z tin—1titjn—1+55n—i (3.28)
i=1
paraj=0,1,---,Ken=0,1,2,---. Asrelacgoes (3.28) sdo a base da construgéo
do algoritmo que permite calcular todas as normas de Sobolev s,’s bem como
todos os coeficientes t¢; ,,’s da relagdo algébrica (3.7), paratodoo j =0,1,---, K

en=20,1,2,---.

Algoritmo 3.10. Os nimeros f, e s, em (3.18) que conduzem & determinagdo
dos coeficientes de Fourier-Sobolev em (3.17) podem ser calculados usando o

sequinte algoritmo:
e Condigoes iniciais.

ton =1, tjin:=0sc j>K oun<j<K (n=0,1,2,---).

e Passo 1. Usando as condigoes iniciais e fazendo n = 1 em (3.28),
calculam-se s1 e os elementos “diagonais” t;; para j = 1,---,K. De facto,
determina-se sitj; = cx—j;; para j =0,1,---, K, tendo-se

s1=cxo = [|Q1]3 + Al Poll?

’ (3.29)
th:CK_j)j/Sl, j:1,2,"',K.
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e Passo 2. Usando as condicdes iniciais, a informacao obtida no passo 1 e

tomando n =2 em (3.28), calculam-se sg et ;41 para j =1,---, K, obtendo-se

Sog =c¢ —t? s ,
2RI _ (3.30)
tij+1 = (cx—jj+1 —tiatjyrj4151) /2, Jj=1,2,--- K.

e Passo 3. Usando as condigdes iniciais, a informacao obtida nos passos 1

e 2 e tomando n =3 em (3.28), obtém-se s3 e t; ji2 paraj=1,---, K:

— 2 2
853 = CK,2 — tLQSQ — t21251 s

tig+2 = (Ck—jj+2 — ti2tj1,j4252 — taotjqo j1251) /53, j=1,---, K.
(3.31)

o]

e Passo r. Para qualquer nimero inteiro nao negativo (fixo) v, usando a
informagao obtida até ao passo r — 1 e tomando n = r em (3.28), obtém-se s,

etjjtr—1 paraj=1,--- K.

e Passos finais. Usando a informagao obtida nos passos 1 ar obtém-se s, e
tijn—1 paraj=1,--- K en=1,2,---,r. Una vez que v pode ser arbitrdrio,
entdo os pardmetros sy, e tj, podem ser calculados para todo o j = 1,---, K
en =1,2,---. Consequentemente, também os f,’s podem ser calculados para
todo on =1,2,---, recursivamente, usando (3.19). Deste modo obtém-se todos

0s coeficientes de Fourier-Sobolev em (3.17).

Observagao 3.11. Decorre do algoritmo anterior que para determinar os coe-
ficientes de Fourier-Sobolev em (3.17) ndo € necessdrio conhecer explicitamente
0s polindmios ortogonais de Sobolev S;. No contexto dos pares coerentes este

facto foi observado por Iserles et. al. em [35].

Como consequéncia dos resultados precedentes é possivel estabelecer cotas
para a norma do polinémio de Sobolev de grau n, S, em termos das normas

dos polinémios P, e Q,,.

Teorema 3.12. Seja ((Qy), (Pn)) um par (M, N)—coerente, satisfazendo (3.2),
e suponha-se que (Py)n € (Qn)n sdo ortogonais a respeito das medidas de Borel
positivas duy e dua que induzem os produtos internos (-,-)1 e (-, )2, respectiva-
mente. Considere-se o correspondente produto interno de Sobolev (3.6) e seja

(SN, a SPOM de Sobolev associada. Definam-se

Fa = IPal3 s K= Qi 5w e= 1S3
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Nestas condigées, pondo S;p := (n+1)s;n/(n—i+ 1), tem-se:

(i) (8n)n satisfaz uma equagdo de diferengas de ordem K

K
Sn+1 + Zt?7n5n+1fj = Cn (332)
j=1
para todo on =0,1,2,---, onde
M N
o= 5 Quirill3 + A+ 12> w2 [Paillf > 0.
i=0 =0

(i) s, satisfaz as desigualdades

M N
K+ A0k 1 < sn <> 57, ik AP r2 ke (3.33)
=0 §=0
para todo on =0,1,2,--- (com So,—1 =1 para todo o n).

Demonstragao. (i) Tomando ¢ = K em (3.24) obtém-se (3.32), com ¢,, = ¢k p.
(ii) A primeira desigualdade de (3.33) é uma consequéncia da propriedade
extremal para SPO’s (argumente-se como na prova do Teorema 2 em [65]; cf.

Szegd (89, Theorem 3.1.2]):
!
sn = 1SA113 + Al (S2)" 1T = 1Qull3 + An?[[ Paa -

Por outro lado, de (3.32) deduz-se imediatamente que s,+1 < ¢, para todo o
n > 0. Assim, mudando n em n— 1, obtém-se a segunda desigualdade de (3.33),
tendo em conta que o segundo membro de (3.33) é igual a ¢;,—1.

O

3.5 Casos particulares

Nesta secgdo analisam-se casos particulares de (M, N)—coeréncia, nomeada-
mente quando (M, N) é um dos pares (1,0), (1,1), (2,0) e (2,1), recuperando

resultados conhecidos.

(1,1)—coeréncia
Neste caso é N = M = K =1 e as relagdes (3.3) e (3.7) reduzem-se a

! /
P, WP_q =~ n—Q" , 3.34
+ 71, 1 ] + s1, n ( )




46 Pares (M, N)—coerentes

Qn-i—l + gl,nQn = Srr)L\Jrl + t17nS7>l\ (335)
paratodoon =20,1,2,---, onde

n+1

(n=1,2,3,-). (3.36)

§1,0 =0, gl,n = S1,n
Apos alguns calculos, de (3.28) obtém-se o sistema de equagoes de diferengas

t1.nSn = Gp,
b (3.37)

Sn+1 = bn - tl,nan
para todoon =0,1,2,---, onde a,, = a,(\) e b, = b, () sdo definidos por

n = 51| Qnll2 + An(n+ 1)1 || Paoi |2
b = 1Quel3 43 @ull3 + A+ 1)2 (| Pallf + 7 Paa 1) -

(3.38)

Para resolver (3.37), note-se que a primeira equagao em (3.37) da t1 », = an/sn,
logo, substituindo na segunda equacao, obtém-se
a2
Spni1—bp+ =0, n=0,1,2,---. (3.39)

n
Esta equagao determina todos os s,’s recursivamente e, por conseguinte, tam-
bém todos os t1,’s e, a fortiori, todos os coeficientes de Fourier-Sobolev. No
entanto, pode dizer-se algo mais. Introduza-se a SPOM (m,)n = (mn(5A))n

caracterizada pela RRTT
Tna1 (23 A) = (2 4+ b)) (23 ) — @271 (23 )), n=0,1,2,--, (3.40)

com condi¢des iniciais 7_1(z;\) = 0 e mo(x;A) = 1, onde os coeficientes de
recorréncia a, = a,(\) e b, = b, (\) sdo dados por (3.38). Note-se que, quando
a, e by, sdo nimeros reais, entdo a2 > 0 para todo o n = 1,2, -+, logo (m,)n
é uma SPOM a respeito de alguma medida de Borel positiva. Deste modo

obtém-se a seguinte proposi¢ao

Teorema 3.13. Seja ((Qn), (P,)) um par (1,1)—coerente, satisfazendo (3.34),
e assuma-se que (Py)n e (Qn)n sdo ortogonais a respeito dos produtos internos
(-, )1 € {-, )2 definidos, respectivamente, pelas medidas positivas de Borel du;
e due. Considere-se o correspondente produto interno de Sobolev (3.6) e seja
(SN a SPOM de Sobolev associada. Nestas condigées:

(i) A norma de Sobolev satisfaz

7 (05 N)

(n=0,1,2,---), (3.41)
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onde (mp)n € uma SPOM, ortogonal a respeito de alguma medida de Borel
positiva, caracterizada pela RRTT (3.40), onde os coeficientes de recorréncia

apn, = an(A) € by = by (N) sao dados por (3.38). Além disso, definindo
kn = Pall Ko = 11Qnll3
S satisfaz as desigualdades
Ky + AnPkn_1 < sp <k, 4+ 572, 1kl A2 (kn1 + 77, 1kn—2)  (3.42)

para todo on =1,2,3,--+, onde $1,, € dado por (3.36).

(ii) A relagdo (3.35) verifica-se, com

anl(o;)\)
tom = an =N 12,0 4
1, a 0N (n=0 ) (3.43)

(iii) Para uma fungao f adequada, digamos, tal que f € Li2 ef'e Lil, 0$

coeficientes da série de Fourier-Sobolev
- fn S}\
n=0 """

podem ser calculados recursivamente, a partir de (3.39) ou (3.41) e resolvendo

a equagdo de diferencas de primeira ordem
for1 ttinfn=un (n=0,1,2,---), (3.44)
onde

Up = ([, Qni1 +51,0Qn)2 + A(n+ 1) (f', Py + 11,0 P11 (3.45)

para todo on =0,1,2,---.

Demonstragiao. Todas as afirmagdes (i)-(iii) decorrem dos resultados e consi-
deragoes prévios ao enunciado do teorema. A desigualdade (3.42) é uma conse-

quéncia imediata do Teorema 3.12. O

Coeréncia

Como ja foi observado anteriormente, a nogao de coeréncia introduzida por
Iserles et. al. corresponde a (1,0)—coeréncia. Neste casoé M = K =1e N =0

e as relagoes (3.3) e (3.7) reduzem-se a

/ /
Q ~
Pt B G Q= )+ 1)
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para todo o n=0,1,2,---, onde 31, é definido por (3.36). Pode estabelecer-se
facilmente um resultado similar ao Teorema 3.13. De facto, tomando (formal-
mente) r1 , = 0 em todas as féormulas que figuram no Teorema 3.13 obtém-se o
seguinte resultado estabelecido em [35, Secgao 6]. Note-se também que tomando
r1,n = 0 em (3.42) obtém-se as desigualdades das normas de Sobolev estabele-
cidas em [65, Teorema 2| para pares coerentes. Além disso, fazendo r1 , = 0 em
(3.38) conclui-se que a,, é independente de A e by, = b,(\) é uma funcao linear
em A. Assim, para qualquer = (fixo) conclui-se que 7, (z; A\) pode ser encarado

como um polinémio em A de grau n. Em particular, para x = 0 obtém-se
Tnt1(0;A) = b ()70 (03 3) — an -1 (03 A)

com b, () = (n+ 12| P.|I2(A +¢,) e

IQunlB+ 3l
CESVTA I,

independente de A .

Definindo
n—1
AN =m0 N fen, €n =) TTIRIE  (n=1,2,--)
=0
conclui-se que (3,())),, ¢ uma SPOM na varidvel A que satisfaz a RRTT
ﬁn—i—l ()\) = ()\ + Cn):?n()\) - dn:\yin—l()\)

para todo o n =0,1,2,---, com condigoes iniciais 7_1(A) =0 e J(A\) =1, e

5% /1 Qnll3

n2(n + 1)2[| Pall | Pa—a |7

dy = > (0, independente de A .

Assim, (3,(\)), € uma SPOM a respeito de alguma medida de Borel positiva.
Esta SPOM (7,,()A)),, é precisamente a SPOM introduzida na prova do Teorema
1 em [13] para mostrar que

'771—1()‘)
Yn(A)

i = (n=0,1,2,---), (3.46)

sendo (,,(N)),, uma SPO definida por uma normalizagio adequada de (Y, (\))n,
isto &, Y (A) = 0 (A), com (6,,), uma sucessdo de nimeros reais nao nulos.
De facto, escolhendo (6,), tal que g = 1 e 6,,/0,,—1 = anen—1/€, para todo
on =0,1,2,---, conclui-se que (3.46) é consequéncia de (3.43), obtendo-se o

Teorema 1 em [13].
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(2,1)—coeréncia

Neste caso, ¢ N =1e M = K = 2, e as relagoes (3.3) e (3.7) reduzem-se a

! / !
P, pPo_q = 204l n% L 3.47
+ 71, 1=y Tt s T (3.47)
QnJrl + gl,nQn + fSVQ,nanl = 87)1\4_1 + tl,nS:l\ + t2,nS7)1\_1 (348)
paratodoon=20,1,2,---, com

51,0 = 52,0 = 52,1 = 0,

~ _ (3.49)
S = slﬁn"T'H sen>1, 52, ::sZnZ—ﬂ sen>2.
Usando (3.28), apos alguns calculos, obtém-se
tQ,nsnfl = dan
tl,nsn = bn - antl,n—l (350)

Sn4+1 = Cp — bntl,n + an(tl,ntl,n—l - t?,n)

para todo o n=0,1,2,---, onde ay,, b, = b,(\) e ¢, = ¢,(\) s@o definidos por

an 1= S2.n Hanlng
by, = valnHQnH% + glngl,n*l”Qn—lH% + An(n + 1)T1,nHPnfl||%

cn = || Qi3 + E%HHQWH% + ggnHQn—IH% +A(n +1)? (”Pn”% + r%,nHPn—ln%) :
(3.51)

Das primeira e segunda equagoes de (3.50) deduz-se
tQ,n - an/snfl - antl,nfl/(bnfl - an71t17n72)
e Sp41 = (bn+1 — ant1tin)/t1n+1- Substituindo esta expressdo na terceira

equagdo de (3.50) obtém-se

(bnt1 — anti1tin) (bp—1 — an—1t1,n—2)
Cn — (bn - antl,nfl) tl,n] (bnfl - an71t17n72) - a%tl,nfl

t,ne1 = [

para todo o n = 2,3, -. Deste modo obtém-se, recursivamente, todos os ¢ ,’s,

tendo em conta as condigoes iniciais
tio=0, ti1=bi/s1, ti2=(s1by—ash)/(s1c1—b3)

(note-se que s é calculado usando (3.29)). Em seguida determinam-se todos
os s,’s da segunda equacdo de (3.50) e, portanto, obtém-se todos os t2,’s da
primeira equacdo. Assim, nesta situagdo, os coeficientes de Fourier-Sobolev
em (3.17) podem ser calculados resolvendo a equagiao de diferengas de segunda
ordem

fn-i—l + tl,nfn + t2,nfn—1 = Un (n = 07 17 27 o ) ) (352)
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onde

U = (f, Qni1 4+ 51,0Qn +520Qn-1)2 + A(n+ 1) (f', Po + 71,0 Po1)1 . (3.53)
Além disso, como consequéncia imediata do Teorema 3.12, tem-se o seguinte

Teorema 3.14. Seja ((Qy), (Pn)) um par (2,1)—coerente satisfazendo (3.47) e
suponha-se que (Py)yn € (Qn)n s@o ortogonais a respeito dos produtos internos
(,)1 e {-,-)2 definidos (resp.) pelas medidas de Borel positivas dus e dpus.
Considere-se o correspondente produto interno de Sobolev (3.6) e seja (S))n a

correspondente SPOM de Sobolev. Definam-se
kn = Palli, Ky = 11Qnll3 -
Entio a norma de Sobolev s, := ||Sh||% satisfaz
ki + AnPkn_1 < sn < ki + 57 1kl _y + 5501k o A7 (kne1 77 1 kn—2)
para todo on =2,3,---.

(2,0)—coeréncia

Neste caso as relagoes (3.3) e (3.7) reduzem-se a

1 Q, 1
p, = =n L. 3.54
n+1+sl’ n te, n—1 ( )
Qns1 + 51,0Qn + 527Qn-1 = Sv)z\—i-l +t1.28) +t2nSp_y (3.55)

para todo o n = 0,1,2,---, com (S1,n)n € (S2,n)n dados por (3.49). Os coefi-
cientes de Fourier-Sobolev para este caso (2,0)—coerente podem ser calculados
como 1o caso (2, 1)—coerente, tomando (formalmente) r; , = 0 nas férmulas do
caso (2, 1)—coerente. Obtém-se, assim, um algoritmo que melhora o apresentado

em [42, Secgdo 5].

3.6 Série de Fourier-Sobolev: exemplos

Nesta seccao serao apresentados exemplos envolvendo a construcao de séries de
Fourier-Sobolev a respeito de produtos internos de Sobolev do tipo (3.6) nos
quais as medidas duq e dpe constituem um par (M, N)—coerente. A determi-

nacao dos coeficientes de Fourier-Sobolev sera feita usando o Algoritmo 3.10.
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Exemplo 1. Considere-se a medida de Jacobi
dp®P(z) = (1 —2)*(1 + x)ﬁx(,lyl)(:v) dx |

que esta bem definida para «, 6 > —1. Restringindo « e 3 de modo que o, § > 1,

podem considerar-se as medidas du, e dus definidas por
dpp == dp*?7 ) dpp e=dp* P (o, 8> 1).

De acordo com resultados obtidos em [79], {dus,dp;} € um par de medidas

(2, 1)-coerente, com
P, = ﬁ7(10ﬁ2-ﬂ) , Q= ﬁ,go‘fl’ﬁfz) .
Com efeito, tem-se [79]

ﬁéa—&ﬁ) + Tl,nﬁﬁf’m

(]37&:1,3—2)) ! (ﬁga—l,g—m) ! (]3726:175_2)) '
I T O
para todoon =0,1,2,---, onde
- 2n(n+ o —2)

Cn+a+B8-3)2n+a+3-2)"
dn(n+F—1)
2n+a+B-1)2n+a+pB-3)"°

dn(n—1)n+B-2)(n+5—-1)
Cn+a+8-H2n+a+F-3)22n+a+5-2)"
Considere-se a funcao f: (—1,1) — R definida por

Si,n = —

52771 =

f(x)i—i\;iln(—x)w “l<z<1.
— T

Constata-se facilmente que f € L? (=1,1)sea>1e > 2, e f' € L7 (-1,1)
se a >4 e > 2. Deste modo, escolhendo, por exemplo, (a, §) = (5,4), a teoria
exposta nas secgoes anteriores permite determinar a série de Fourier-Sobolev de
f arespeito da SPOM de Sobolev associada ao produto interno de Sobolev (3.6)
definido pelo par (2, 1)-coerente

{dpz, dm}y = {du®?,dp™?} .

De facto, para esta escolha, aplicando o Algoritmo 3.10, ou, mais precisa-

mente, os resultados obtidos na secgdo anterior para pares (2,1)—coerentes,
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determinam-se os coeficientes de Fourier-Sobolev de f (com o auxilio do software
MAPLE), bem como as sucessoes (t1,n)n € (t2,n)n que aparecem em (3.48). Em
particular, para A = 0.1, obtém-se os valores indicados na Tabela 3.1, os quais

permitem determinar os primeiros 20 coeficientes de Fourier-Sobolev f,,/sy.

(o] i | 2w [ s [ 5 |
0 0 0 1 —0.302
1 | —0.095 0 0.204 0.252
2 0.015 0.025 0.075 0.001
3 0.077 0.015 0.023 0.024
4 0.123 0.011 0.007 0.002
5 0.159 0.009 0.002 0.004
6 0.188 0.007 0.001 4.9 x 1074
7 0.212 0.006 1.6 x107* | 7.5 x107%
8 0.233 0.005 46x107° | 1.2x107%
9 0.251 44x%x107% | 1.3x107% | 1.5x107%
10 0.266 3.8x107% | 3.6x107% | 3.0x107°
11 0.280 3.4x107% | 1.0x107% | 3.1x107°
12 0.292 3.0 x 1073 2.7x 1077 | 7.2x 1076
13 0.302 27x107% | 7.6x107% | 6.9x107°
14 0.312 2.4 x 1073 2.1x 1078 1.7 x 10~
15 0.321 22x107% | 5.7x107°% | 1.5 x 107
16 0.329 2.0 x 1073 1.5x107% | 4.1x 1077
17 0.336 1.8 x 1072 | 41x1071° | 3.4x 1077
18 0.343 1.6 x107% | 1.1x 1071 | 9.9 x 1078
19 0.349 1.5x 1072 | 3.0x 107 | 7.8 x 1078

Tabela 3.1

Cada uma das duas figuras seguintes inclui representacgoes graficas conjuntas
da fungao f e das somas parciais de grau 19 das séries de Fourier-Jacobi de f
(coincidem com as séries de Fourier-Sobolev para A = 0) e de Fourier-Sobolev

de f para A = 0.1, nos intervalos [0,0.9] (Figura 3.1) e [0.9,0.98] (Figura 3.2).

1,61
12]
0,85
0.4
3 0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97
0 0,2 0,4 0,6 0,8 X
X —_— f
f Jacobi
Jacobi Sobolev
Sobolev
Figura 3.1

Figura 3.2
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Cada uma das figuras seguintes inclui representacoes graficas conjuntas da
funcao f’ e das derivadas das somas parciais de grau 19 das séries de Fourier-
Jacobide f e de Fourier-Sobolev de f para A = 0.1, nos intervalos [0, 0.9] (Figura
3.3) € [0.9,0.98] (Figura 3.4).

2001
10 ]

150+

501

RS S SR s ]

J — 0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97
0 0,2 0,4 0,6 0,8 X

—_— f

E— Jacobi

Jacobi Sobolev

Figura 3.4

Sobolev
Figura 3.3

Da analise das figuras precedentes retira-se a seguinte conclusao empirica: as

aproximacoes para f e f’ fornecidas pela série de Fourier-Sobolev sao melhores

que as aproximagoes fornecidas pela série de Fourier-Jacobi, sobretudo proximo

do ponto +1, que é um dos extremos do intervalo [—1, +1] (este intervalo é o su-

porte da medida de ortogonalidade dos polinémios de Jacobi). Esta “conclusao”

é sustentada por muitos outros exemplos que aqui foram omitidos.

Exemplo 2. Neste exemplo obtém-se de forma alternativa (usando a teoria
desenvolvida nas secgbes anteriores) os resultados contidos num exemplo apre-
sentado por A. Iserles, J. M. Sanz-Serna, P. E. Koch e S. P. Ngrsett em [34].

Designe
dp(z) = x(-1,1)(z) dz

(medida de Lebesgue em (—1, 1), a respeito da qual sdo ortogonais os polinémios
de Legendre P, := ﬁ,ﬁo’o)). O par {dug,dp1} := {du,du} é (2,0)—coerente.
Este facto é uma consequéncia imediata da bem conhecida relagao envolvendo

os polindémios (moénicos) de Legendre:

P! -1 '
_ 4 n4l TL(TL ) n—1 (n:0,172,)

"Tn+l 2n-1)2n+1)n-1
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Considere-se a func¢ao f: (—1,1) — R, introduzida em [34], definida por
flz) = e 10— L _jca<l.

Obviamente, f € L2 (=1,1) e f' € L2 (—1,1). Assim, a teoria exposta nas
secgoOes anteriores permite determinar a série de Fourier-Sobolev de f a respeito
da SPOM de Sobolev associada ao produto interno de Sobolev (3.6) definido
pelo par (2,0)-coerente {du,du}. Com efeito, procedendo como no exemplo
1, aplicando o Algoritmo 3.10, ou os resultados da seccao anterior para pares
(2,0)—coerentes, determinam-se os coeficientes de Fourier-Sobolev de f (usando
MAPLE), bem como as sucessoes (t1,n)n € (t2.n)n que figuram em (3.55). A
Figura 3.5 inclui representagoes graficas conjuntas da funcao f (a vermelho) e
das somas parciais de graus n = 3,6, - - -, 18 (a azul) da série de Fourier-Legendre
de f (a qual coincide com a série de Fourier-Sobolev para A = 0), enquanto a
Figura 3.6 inclui representagoes graficas conjuntas de f’ (a vermelho) e das
derivadas das somas parciais de graus n = 3,6,---,18 (a azul) da série de

Fourier-Legendre de f.

ENA
(/7[@\\\\

Figura 3.5 Figura 3.6

Nas figuras 3.7 e 3.8 estao as representagoes correspondentes as anteriores

considerando as somas parciais das séries de Fourier-Sobolev para A = 0.01.

a2

S
OKS

= h
PSS

Figura 3.7 Figura 3.8

Os quatro graficos precedentes coincidem com os graficos apresentados em
[34, Figura 1]. Finalmente, observa-se que ¢é valida para este exemplo uma

conclusao empirica andloga & do exemplo anterior.

Observagao 3.15. Fica em aberto o problema de analisar a convergéncia da

série de Fourier-Sobolev (3.17) para a sua funcgdo geradora.



Capitulo 4

Polin6émios ortogonais e

transformacoes polinomiais

4.1 Introducao
Neste capitulo introduz-se e resolve-se o seguinte problema inverso:

(P2) Seja (Py,),, uma SPOM. Determinar condigdes necessdrias e suficientes
que assegurem a existéncia de uma outra SPOM, (Qn)n, tal que a SPOM dada,

(Py)n, possa ser descrita por uma transformagao polinomial do tipo

Poiim(x) = 0 (2)Qn(mr(z)), n=0,1,2,--- (4.1)

onde k e m sao numeros inteiros firos, comk >2e0<m<k—-1, en el
sao polinomios de graus k e m, respectivamente. Sob tais condigoes, descrever
relagdes algébricas e analiticas entre as sucessoes (Pp)n € (Qn)n. Em particular,

determinar a relagao entre as correspondentes medidas de ortogonalidade.

O estudo deste problema tem atraido a atengao de varios autores nas tltimas
décadas, em particular devido ao facto de, para escolhas apropriadas da SPOM
de partida, (P,)n, e de certos parametros envolvidos, (P2) aparecer de modo
natural no estudo de alguns problemas em varios dominios do conhecimento,
sobretudo nas areas da Matematica (e.g., Teoria da Aproximacao e das Fungoes
Especiais, Teoria dos Operadores, Teoria das Matrizes, Teoria do Potencial,

entre outros) e da Fisica, como é posto em evidéncia, e.g., nos trabalhos de D.

95
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Bessis e P. Moussa [10], J. Charris e M. E. H. Ismail [15], J. Geronimo e W. Van
Assche [28, 27|, J. Charris, M. E. H. Ismail e S. Monsalve [16], F. Peherstorfer
[75, 74], V. Totik [90], M. J. C. Gover [26], F. Marcellan e J. Petronilho [56,
57, 53, 54], R. Alvarez-Nodarse, J. Petronilho e N. R. Quintero [6], C. M. da
Fonseca e J. Petronilho [24], e J. Petronilho [80]. O estudo realizado nestes
trabalhos (em cada situagdo concreta) inclui aspectos de natureza algébrica—
determinacao do polinémio 7, que induz a transformagao polinomial, e da
nova SPOM (Q)»—, e analitica—determinagao, no caso definido-positivo, da
relagdo entre as medidas de ortogonalidade das SPOM’s (Py,)n € (Qn)n-

Na maior parte dos trabalhos anteriores consideram-se situagoes em que a
transformagao polinomial é tal que 6,,, ¢ uma constante ou um polinémio de grau
k—1 (i.e.,oum = 0oum = k—1). Em particular, (P2) foi primeiramente estu-
dado por P. Barrucand e D. Dickinson [9] numa situagdo em que (k,m) = (3,0).
Do ponto de vista analitico (caso em que a ortogonalidade é no sentido definido-
positivo) uma das propriedades mais interessantes que decorre da resolugao de
(P2) é a seguinte: (P,), ¢ ortogonal a respeito de uma medida cujo suporte
esta contido numa unido de no méaximo k intervalos, definidos por 7; ' ([, 7]),
onde [£,7n] é o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da SPOM (Q,,),. Mais
precisamente, sob certas condicoes que serao especificadas adiante, provar-se-a
(cf. Teorema 4.7) que se (P,), € ortogonal no sentido definido-positivo, a re-
speito de uma certa medida do (que se desconhece a priori!), entdo também
(Qn)n é ortogonal a respeito de uma medida dr; além disso, se dr for conhecida,

entao do é dada explicitamente por

& Ne—1-m(2) | dr(mg (2))
do(z) = ; M;i6(x = 2i) Az + X1 (e ) (7) O () ()
(a menos de um factor constante), onde My, - - -, M,, sdo constantes ndo nega-

tivas que podem ser calculadas explicitamente.

O estudo que se vai seguir, conducente a resolugio do problema (P2), sera
feito em varias etapas. Na secgao seguinte determinam-se condigdes necessarias e
suficientes que assegurem a existéncia de uma transformagao polinomial do tipo
(4.1)—indicando, também, como “completar” a descri¢ao da familia (P,), em
termos da transformacao polinomial sobre a SPOM (Q,),—, e na secgao subse-
quente analisa-se o caso definido-positivo. Nas restantes sec¢Oes apresentam-se
exemplos de aplicagao dos resultados obtidos, incluindo provas alternativas para

resultados conhecidos na literatura (contidos nos trabalhos supra-citados).
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4.2 SPO’s via transformacoes polinomiais

Nesta sec¢ao, e ao longo de todo este capitulo, far-se-a4 uso de certos deter-
minantes que irao desempenhar um papel fundamental na resolucao do Prob-
lema (P2). Recorde-se que, de acordo com o Teorema de Favard, qualquer
SPOM, (P,)n, pode ser caracterizada por uma RRTT. Conforme foi observado
em [15, 16|, fixado um ndmero inteiro k& > 2, esta RRTT pode ser descrita por

blocos de RRTT’s (cada um dos blocos contendo k equagoes) do tipo

(@ = b)) Py () = Papj1 (2) + 0 Py j1 (),

(4.2)
]:Oulauk_17 TL:O,172,"',

com a¥f) € C \ {0} e b € C para todos os n e j, com as condigdes iniciais

Pi(z)=0, Pyx)=1. (4.3)

0) _
0

Sem perda de generalidade, pode-se supor que ay’ = 1 e Pj(z) := 0 para

j < —1. De seguida introduzem-se determinantes A, (¢, j;-) como em [15, 16].
Paran =0,1,2,..., define-se
0 sej<i—2
Aty g5 x) = 1 sej=1—2 (4.4)
e—b0Y sej=i—1

e,para j > 1> 1,

z— bV 1 0 0 0
atd z — b 1 0 0
0 G Ry G 0 0
An(i,g;x) =
0 0 0 U ACp) 1
0 0 0 RO Dy 1)

(4.5)
Como a priori o grau do polinomio A, (i,7;-) pode ser maior ou igual a k e
uma vez que em (4.2) os coeficientes ag)’s e bg)’s estao definidos apenas para

0 <j <k —1, adoptam-se as seguintes convengoes:

bgﬁj) = bglj-z-l ) agﬁj) = agsz)rl (4.6)
parai,j=0,1,2,---en=0,1,2,---. Deste modo, verifica-se a igualdade
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parat, 7 =0,1,2,---en=0,1,2,---.
O teorema seguinte resolve o Problema (P2) do ponto de vista algébrico,
sendo estabelecidas condi¢Oes necessarias e suficientes para a existéncia de uma

transformagcao polinomial no sentido expresso pela relagao (4.1).

Teorema 4.1. Seja (P,,), uma SPOM caracterizada pela RRTT (4.2). Sejam
reC,keNemeNy, com0<m<k—1. Entao, existem polindmios 7 e

Om, de graus k e m (resp.), e uma SPOM (Qn)n tais que Q1(0) = —r e
Prngm(x) = 0m(x) Qn(mi(x)), n=0,1,2,... (4.8)
se e sd se as quatro condig¢des sequintes se verificam:
(1) b%m) € independente de n para todo on =0,1,2,--;
(ii) Ap(m+2,m+k—1;z) € independente de n para todo o n =0,1,2,--;

(iii) Ag(m + 2,m + k — 1;-) € divisivel por Ao(l,m — 1;-), i.e., existe um

polindmio Ng—1—m, de grau k —1 —m, tal que

Ag(m+2,m+k—1;2) = Ag(l,m — 1;2) g—1—m () ;

(iv) rn(z) é independente de x para todo o n=1,2,---, onde
ro(x) = a%mﬂ)An(m +3,m+k—1;2)— agmH)Ao(m +3,m+k—1;x2)
+a™ Ay (m+2,m+ k= 22) — af™ Ag(L,m = 23) 1 (2)
Nestas condigoes, os polindmios 0, e m sdo dados explicitamente por

Om(z) = Ao(1,m — 1;2) = Py (2) ,
me(x) = Ao(L,m; ) Ng—1—m () — aém+l) Aom~+3m+k—1Lz)+r,

(4.9)
e a SPOM (Qy)n € caracterizada pela RRTT
Qn+1(z) = (x — 1) Qn(2) — $nQn-1(z), n=0,1,2,-- (4.10)
com condigdes iniciais Q_1(x) =0 e Qo(x) =1, onde
ro:=r, rn:i=r+71,0), s,:= aglm)agﬁ-{l) .- 'anni—fk_l) (4.11)
para todo on =1,2,---. Além disso,
1 .
Pantmsj+1(@) = ———— {An(m +2,m + j;2) Qusa (m(a))
nk—l—m(x)
+ (TEZL ™)) Au(m o+ +3,m+ k= 152) Qu(mi()) }
(4.12)

para cada j =0,1,---,k—1 e para todo on=0,1,2,---.
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Demonstragao. A demonstragao baseia-se em ideias que decorrem da leitura de
[16]. Destacando as primeiras m equagées que figuram no primeiro bloco de

RRTT (4.2), entao (4.2)—(4.3) pode reescrever-se sob a forma

Pqi(x)=0, PFP(z)=1,

Pl =0, () i

Pj+1(x) = (v - boj )Pj(x) _aoj Pj—l(x)v J=01,--m-1,
(z — b%mJ“j))Pnkerﬂ (2)

= nk+m+j+1(17) + aSzmﬂ)PnkerJrjfl(x) ) (4-14)

]:Oaluuk_17 n:071727"'7

com a convengao (4.6). Agora, reescreva-se (4.14) na forma matricial

Prktm41 "™ Pogom
Poitm+2 0
Vi : = : , (4.15)
Pokymtr—2 0
Poktm+k—1 Py 1)ksm
Pokym—1 (55 - bglm))Pnk-Hn

onde Vi, = Vj,(m,n;x) é a matriz de ordem k definida por

z—b(m+D -1 0
_a51m+2) w—bim+2) -1
Vi =
7a7(qm+k72) I*bglm+k72) -1 0
0 7a(n7n+k71) I*bslm+k71) 0
1 0 0 0 alm

Note-se que Vj, difere de uma matriz tridiagonal apenas por nela figurar um
“1” na entrada (k,1). Resolvendo o sistema (4.15) em ordem a Ppgim+jt1 €

aplicando a regra de Cramer, obtém-se

An(m+2,m+k — 1,2) Pukgm i1 (@)
= A,(m+2,m+j;2)P,, m(x
( 7 )Pn+1)m () (4.16)
+a{mty -a%mﬂﬂ)An(m +i+43,m+k—1;2)Pim(x),

j:0717"'7k_27 ’I’L:O,l,2,"'
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a%m)An(m +2,m+k—1;2)Pogim—1(x)
- {(x — b )AL (m 4 2,m 4k — 1)
(4.17)
—a%m"_l)An(m +3,m+k—1; x)} Poiim ()

_P(nJrl)ker(:E) , n=0,1,2,---.
Fazendo j = k — 2 em (4.16) e mudando n em n — 1 na expressao resultante,
obtém-se
Apa(m+2,m+k—1;2)Pogim—1(x)
= afl"f{” .. agrffk_l)P(n—l)k-i-m(x) (4.18)
+ A 1(m+2,m+k—2;2)Poprm(z), n=1,23---.
Suponha-se (por hipotese) que se cumprem as condigdes (i)—(iv). Entdo de
(4.17) e (4.18), tendo em conta (i) e (ii), obtém-se
Pt 1)ktm () = {(x - b((Jm))Ao(m +2,m+k—1x)
- aslm)An_l(m +2,m+k—2;2)
—a,(zmH)An(m +3,m+k—1; :C)} Popym(x)
(m) (m41) | (mk—1)

—an ay, P(n_l)k+m(:17), n=1,2,3,---,
ou seja,
Pty (@) = { (2 = 0™) Bo(m + 2,m + k = 1;2)
= a™ Ao(1,m = 2 2)ng 1 (2)
—aém+l)Ao(m +3m+k—1;z)— Tn(:zr)} Poiym(x)
—aalm Y QTP (@), n=1,2,3, -
Atendendo a hipotese (iii), pode-se escrever
(x — bém))Ao(m +2,m+k—1x)— aém)Ao(l, m — 2; 2)Ng—1—m(x)
= (@ = b A0, m = 1;2) = af™ Bg(1,m = 22) ) M1 ()
= Ao(1,m;z) Mr—1-m(2) ,

donde se deduz, usando a hipotese (iv), que

P("'i‘l)k"rm(‘r) = (ﬂ-k (I) - Tn) Pogim (I) - SnP(n—l)k-',—m(fE) (419)

paratodoon =1,2,3, - onde my é definido por (4.9) e 7, e s, sdo definidas por

(4.11). A igualdade (4.19) é ainda valida se n = 0. De facto, fazendo j =n =0
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em (4.16) e atendendo a que P, 41 (z) = (:C—bém))Pm(:C) —aém)Pm_l(:C), tem-se
Perm(@) = {(@=6")Ao(m+2.m+k - L;z)
al™ ™ Ag(m + 3,m + k — 1;35)} Po(z)
_% Ao(m +2,m+k—1;2) Pp_1(z)
= Ag(l,m—-1;z) {(x - bom))Ao(m +2,m+k—1;x)
—aémH)Ao(m +3,m+k—1;2)— aém)nk_l_m(x)Pm_l(x)}
= On(z) (me(2) —=7) = Om(2) Q1 (mi(x)) ,
onde 6,,, é definido por (4.9). Observe-se que, no calculo precedente, para obter
a segunda igualdade usou-se a hipotese (iii) e a terceira igualdade também se
pode justificar por (iii), do modo seguinte:
(x — b((Jm))Ao(m +2,m+k—1x)
- a((JmH) Ag(m+3,m+k—1;z)— aém)nk_l_m(x)Pm_l(:v)
= [(@ = 05" Pu() = ag™ Praa (@)] o1 ()
—a{™™ Ag(m + 3, m+k — 1; 1)
= P11 (2) k—1—m (z) — a((JmH) Ag(m+3,m+k—1;x)
=mp(z) — 7.
Por conseguinte, (4.19) verifica-se para todo o n = 0,1,2,---, donde se deduz,
por inducdo finita, que (4.8) se verifica. A relagdo (4.12) é uma consequéncia
imediata de (4.16), (4.8) e da hipotese (iii).
Reciprocamente, suponha-se que existem polinémios 7 e 6,,, de graus k e
m (resp.), com 0 < m < k—1, e uma SPOM (@), tais que (P,), satisfaz (4.8).
H4 que provar que se verificam as quatro propriedades (i)—(iv). Fazendo n =0

en=1em (4.8), obtém-se
Om(z) = Pr(z) = Do(1,m = Lix) , Prgr(x) = Om(x)(me(z) — 1) -
Mas, uma vez que

Pryr(z) = Ao(l,k+m—1;z)
Ao(1,m —1;2)Ag(m+1,m+k—1;x)
—aém)Ao(l,m— 2;2)Ao(m+2,m+k—1;2),

pode-se escrever

Ao(L, sa) (my () = )
—Ao(l m—12)Ag(m+1,m+k—1;z)
—ao Ao(lm 2;2)Ag(m+2,m+k—1;2).
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Como Ag(1,m—1;-) = P, e Ag(1,m —2;2) = P,,,—1 ndo tém zeros em comum,
conclui-se que Ag(m + 2,m + k — 1;z) é divisivel por Ag(1,m — 1;+), o que

implica que a condicdo (iii) se verifica. Consequentemente,
me(z) = Ao(m+1,m+k—1;2) — a(()m)Ao(l,m —2,2)Nk—1—m () + 7,

e pode verificar-se facilmente que este polinomio pode ser reescrito como em (4.9)
(cf. Observagao 4.3). Uma vez que (Qn)n ¢ uma SPOM, entdo satisfaz uma
RRTT do tipo (4.10), onde (7y)n € (Sn)n sao sucessoes de ntimeros complexos,
com s, # 0 para todo o n = 1,2,---. Mudando = em m(z) nesta RRTT e

multiplicando ambos os membros da equagao resultante por 6,,(z), obtém-se

P(nJrl)ker(x) = (7Tk (:E) - rn) Pnk-i—m(x) - SnP(nfl)ker(x) (420)
para todo o n=0,1,2,---. Por outro lado, de (4.17) e (4.18) deduz-se

Api(m+2,m+k—152)Pry1yegrm ()
- {(:17 W) A (m A+ 2,m 4k — L) Ap(m+2,m+ k — 1;2)
- aglmH)An_l(m—i- 2m+k—1x)A,(m+3,m+k—1;z)
—a%m)An_l(m +2m+k—-22)A,(m+2,m+k— 1;90)} Popym(x)

_ aslm)a(erl) . a(erkfl)An(m +2.m+k—1;2) P(nfl)ker(«T)

n—1 n—1

(4.21)
para todo o n = 1,2, ---. Substituindo o segundo membro de (4.20) no primeiro

membro de (4.21) obtém-se

{snAn_l(m +2,m+k—1;2)
—a™ M) MDA (2 mt k- 1 33)} Pl 1yism ()
= {(ﬂ'k(ar) — 1) DAp_i(m+2,m+k—1;x)
—(x— b%m))An_l(m +2,m+k—-Lz)A,(m+2,m+k—1z)
+ a,(zmH)An_l(m +2,m+k—-12)A,(m+3,m+k—1;z)

—l—a,(zm)An_l(m +2m+k—-22)A,(m+2,m+k— 1;90)} Popym(x)

para todo o n =1,2,---. Observando esta igualdade, conclui-se que o primeiro
membro é um polinémio de grau quando muito igual a nk + m — 1, enquanto
que o segundo membro ou é zero ou um polinémio de grau pelo menos nk + m.

Assim, pode-se concluir que os polinémios que figuram entre chavetas, em ambos
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os membros da igualdade anterior, coincidem com o polinémio nulo, logo

SnlAp_1(m+2,m+k—1;2)
(4.22)
=aMalmt . &flTTk_l)An(m +2,m+k—1z)

n—1

(ke (z) —70) Ap—1(m +2,m+k — 1;2)
= (2 =) Ap_1(m+2,m+k— L;z)An(m+2,m+k— 1;2)
- aglmH)An_l(m +2,m+k—-Lzx)A,(m+3,m+k—1;z)
- a%m)An_l(m +2,m+k—22)A,(m+2,m+k—1;z)
(4.23)
paratodoon =1,2,---. Como A,_1(m+2,m+k—1;-) e Ap,(m+2,m+k—1;-)
s@o polinémios monicos, decorre imediatamente de (4.22) que a expressdo para

sn dada por (4.11) se verifica e, em consequéncia, também
Api(m+2,m+k—12)=A,(m+2,m+k—1;x)

para todo o n = 1,2,--+, 0 que prova que a propriedade (ii) se verifica. Assim,

de (4.23) obtém-se

rn = mp(x)—(z— bslm))Ao(m +2,m+k—1;2)
+a51m+1)An(m +3,m+k—1;z)+ a,(zm)AnA(m +2,m+k—2;1)
= 5 =™ Ag(m+2,m+k — 1;2) + 7+ (@)

(4.24)
para todo on =1,2,---, onde a ultima igualdade pode ser justificada usando a
expressdo (4.9) para 7 (x) (veja-se também a Observacao 4.3) e tendo em conta
a defini¢do de r,(x). Além disso, uma vez que o primeiro membro de (4.24) é
independente de z, entao o segundo membro também é independente de z e,
assim, tendo em conta que Ag(m 4+ 2,m + k — 1; ) é um polinémio moénico de
grau k — 1 e 7, (z) é um polinémio de grau menor ou igual a k — 2, conclui-se

que b = 0 para todo o n = 1,2, -, i.e., verifica-se a propriedade (i).

Finalmente, (iv) e a expressao de 1, como em (4.11) sdo consequéncias imediatas

de (i) e (4.24). O

Observagao 4.2. Sem = 0 a condigao (iii) que figura no enunciado do teorema

anterior € sempre verificada. Neste caso, tem-se

Om(x) =00(x) =1, Nr—1-m(x) = m—1(x) = Ap(2,k — 1;2) .
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Por outro lado, se m =k — 1 as condigdes (ii) e (iil) sdo equivalentes a
Ap(Lk—22) =Ag(1,k—2;2) =0k_1(z), n=0,1,2,---.

De facto, sendo m = k — 1, conjungando (ii) com a igualdade (4.7) obtém-se
Ap(m4+2m+k—1;2)=Ag(m+2,m+k—1;2) =Aglk+1,k+k—2;2) =
Ay (1,k — 2;2) = Op—1(x), sendo a ultima igualdade justificada por (iii); neste

caso tem-se Ng—1—m(x) = no(z) = 1.

Observagao 4.3. Como decorre da demonstraciao anterior, o polinémio Ty
também admite as segquintes expressoes alternativas:
me(z) = (v-— bém))Ao(m +2,m+k—1;z)
—a§™ Ag(m +3,m +k — 1;2) — af™ ne—1—m (2) P (z) + 7
= Aogm+1,m+k—1;2)— a(()m)Ao(l, m — 2, C)Ng—1—m(x) + 7.

(4.25)

Observacgao 4.4. Se se verificar a condigdo (iv), i.e., se o polinémio r(z) €

independente de x, o coeficiente do termo de maior grau na expressao de 1y (x)

deve ser nulo. Assim, nas condi¢oes do teorema anterior, se k > 2, verifica-se

a tgualdade

a((JmH)—i—aém) se me{l,---,k—1}

(m+1) (m) _
a,, + a,, B

aé se m=0
para todo o n = 1,2,--- (isto significa que o primeiro membro da igualdade é

independente de n ).

4.3 Determinacao da medida de ortogonalidade

Nesta secc¢ao analisa-se o Problema (P2) no caso definido-positivo, o qual cor-
responde a situagado em que ambas as SPOM’s (P,), e (@n)n no Teorema 4.1
sao ortogonais a respeito de medidas de Borel positivas. O objectivo é determi-
nar a medida de ortogonalidade para a sucessao (P,), em fun¢io da medida de
ortogonalidade para (Q,),. Para tal, determina-se primeiro uma relagao entre
uma subsucessao apropriada da SPOM dos polinémios associados de primeira
espécie, (Pfll))n, e os polinomios das SPOM’s (Qy) e ( 53)),1 (Lema 4.6). Esta
relacao permitira estabelecer uma relagao entre as fungoes de Stieltjes correspon-
dentes as sucessoes (Pp,), e (Qn)n, donde resultara a relagao entre as medidas
de ortogonalidade, que ser4 estabelecida usando o Teorema 1.11 (de Markov) e

a proposigao seguinte, estabelecida por F. Marcellan e J. Petronilho em [54].
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Lema 4.5. [54] Seja o uma funcgao de distribuicao com suporte supp(c) C [€, 7],
—00 < & < n < +o0o. SejaT um polindmio real e ménico de grau k > 2 cuja
derivada T' tem k — 1 zeros reais e distintos, designados de forma crescente por
Y1 <ya < ...<yk—1. Suponha-se que T(y2,—1) > n € T(y2) < & se k € impar,
ou T(y2i-1) <& e T(y2:) > n se k € par. Sejam A e B dois polindmios reais e
monicos tais que grA=k—1—megrB=m, com0<m < k—1. Suponha-se
que 0s zeros de AB sao reais e distintos, AB e T’ tém o mesmo sinal em cada

ponto do conjunto T~([¢,n]) e, se m > 1,

T_dely) L - m
/5 T —T(0,)] <+ (G=1,...,m), (4.26)
onde by, ba, -, by, designam os zeros de B. Seja
F(2) = gy MEOPEE)0) = Luoa()] . 2 €O (). (@27

onde L,,—1 € o polindmio interpolador de Lagrange de grau m — 1 que coincide
com A(2)F(T(z);0) nos zeros de B, i.e., Ly—1(2) := 300, M;B(2)/(z — b)),
onde M; := A(b;)F(T(b;);0)/B'(bj) para j =1,...,m (Lo(z) =0).

Nestas condigoes, F' € a transformada de Stieltjes da func¢ao de distribuicao

T definida por
Alx)
B(x)

do (T (x))

dT(LL') = XT—l(]ng(JJ)W . (428)

Demonstragdo. Sob as hipoteses consideradas, é possivel escrever
T_l([gan]) = U?:lEj )

onde Fy,..., E) sao k intervalos fechados tais que E; e Ej;; tém no maximo

um ponto em comum. Para j = 1,...,k, considerem-se as fungoes
Tj : Dj — T(D]) , T €& Dj — T](LL') = T(,T) s

onde Dy :=| — 0,11, D; == [yj-1,Y5] (G =2,...,k—1) e Dy := [yg—1, +00].
Entéo, cada T é bijectivae T;(E;) = [£,n] paraj = 1,...,k. Como AB e T’ tém

o mesmo sinal em cada intervalo E; de T~!([¢,n]) entdo os zeros de AB estdo

localizados entre os intervalos E1, ..., Ey. Além disso, os zeros ai,...,05_1—m
de A e by,..., by, de B satisfazem T'(a;) ¢, (i=1,....k—1—m) e T(b;) ¢
16,1 (j = 1,...,m). Prove-se agora que 7 define, de facto, uma funcdo de

distribuicao. Para tal, é suficiente mostrar que

Aw)| do(T(@) _
/Tl([fm]) Bl)| T (429
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(porque [€,n] é compacto). Uma vez que os zeros de B e T" sdo reais e simples,

considerando os conjuntos de indices Ji, Js e J3 definidos por
Ji=A{1,....om}\{j:bj =y, paraalgum i€ {1,...,k—1}},
Joi={1,...,k=1}\{j:y; =b; paraalgum i€ {1,...,m}} ,

J3:={1,....m}n{j:b;=vy; paraalgum i€ {1,...,k—1}},

pode-se escrever

1 . Oélj OéQj aSj
BT~ 2 v-b P 2 sy T b

JjE€I

onde 0s a;;’s sdo ntimeros reais. Mas, T'(z) = T'(b;) +T"'(b;)(x—b;)+ %(m -
bi)?+ ...+ (z — b;)* (para j fixo). Além disso, se j € J; entdo T"(b;) # 0 e
T(xz) — T(bj) = (x — b;)[T"(b;) + G1j(z)], onde G1;(x) é um polindémio de grau
k —1 tal que G1;(b;) = 0. Segue-se que

g Ax)] Ky

pbl ST@-Tg) ST e e

onde Ki; = sup,er-1(¢ ) a1 A(@)[|T"(b;) + G1;(w)| < co. Analogamente, se
j € Js entdo T'(b;) = 0 e T"(bj) # 0 e T(z) — T(b;) = (x — b;)*[T"(b;)/2 +
Gs;(x)], onde Gs;j(z) é um polinémio de grau k — 2 tal que G3,;(b;) = 0. Assim,
deduz-se

las; A@)] _ Ks;
(x—=b5) = |T(x) = T(b;)|’

T e T_l(]ganDa ] € JS

onde K3;j 1= sup,ep—1(¢ . las; A(@)[|T7(b;)/2 + G3;(2)| < oo. Finalmente, se
Jj € Jz entdo y; # b; para todo o i € {1,...,m} e, além disso, se T'(y;) = &

ou T'(y;) = n para algum j entdo necessariamente y; = a; para algum ¢ €
{1,...,k—1—m} e pode-se concluir que
oo Az
VICTRES sup M<oo, j€Jy.

weT-1(emD) [T — Vsl

Este facto é obvio se T'(y;) # & e T(y;) # n para todo o j. Assim, para
T e Tﬁl(]ga UD ) tem-se

1 1
<KD et Tt L pa— )

jeJ1 JEJ3

‘ML
B(z) T'(z)
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onde K; := m%xKij (i =1,2,3) e ng = #J5. Mas, o integral que figura no
j€Ji ’

primeiro membro de (4.29) é igual a

/qua.,m) ’gg T’tx)

k
_senT'(@)
SKngZ ;/ @) — Ty 0T @+

k
+ ny Ko ; /E sgnT'(z)do (T (z))+

k ’
LK Z Z/ senT’(x) do(T(z)) =

sgnT’(z)do (T (z)) <

22 2 o () = T0)]
n 1
= kK, / ———do(y) + knaKopo+
ZJ ¢ =10,
n 1
+ kK / ——_ _do(y)
Z c =10

(efectuou-se a substituigdo y = T'(z), = € E;). Isto prova (4.29), atendendo
a hipotese (4.26). Conclui-se, assim, que a aplicagdo 7 definida por (4.28) é
uma fungdo de distribuigao, com supp(7) C T-1([¢,7n]). Além disso, para cada
z € C\T7([¢,n]), efectuando a substituigdo s = T'(x) (note-se que AB e T’

tém o mesmo sinal em cada intervalo E;), obtém-se

i 1 |A)] do(T(z))
F(z;dr) = ;/Ejz—ilf Bx)| T'(x)
S 1 AIT(s) do(s)
- Z/g- 2~ T, (s) BT} (3) T'(T; ()

Az) 1 _ Z’“: AT} H(s))
BTG —s & (a1, (9B ()T, (s)
- A(bj)
L OG- T06

Finalmente, para z € C\T~!([¢,n]), deduz-se

F(z;dr) = /: A(z) ;do(S)

c B(2)T(z)—s
N Y A
;B%bj)(z—bj)/g () —s 7
= F(2).
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O lema seguinte estabelece uma relagao entre os polinémios numerador de
primeira espécie (polinémios associados) correspondentes as sucessoes (Py,), e
(Qn)n. F. Peherstorfer estabeleceu essencialmente a mesma relacao algébrica
[75, Teorema 3.4] com base em resultados seus publicados em [74], mas con-
siderando & partida que sao conhecidas as relagoes entre as medidas correspon-
dentes a (Py,),, e (Qn)n, ou seja, trabalhando no quadro dos problemas directos.
A prova que se apresenta a seguir ndo assume o conhecimento prévio das medi-

das de ortogonalidade (que é o ponto de vista dos problemas inversos).

Lema 4.6. Nas condicoes do Teorema 4.1, tem-se

PR 1 @) = B0(2,m=1;2) Qu(mi(2)+ (T af) 11 (2) QL (s ()
para todo on=0,1,2,---.

(€]

. o . 1 . -
Demonstragao. O polinémio associado P, admite uma representagao da

+m—1
forma
Py (@) = a@)Qn (mi(@)) + B@)QL, (mi(2)) (4.30)
para todo o n = 0,1,2,---, onde a(z) e B(x) podem depender de x mas nao

dependem de n. Para provar esta relagao, considere-se a seguinte equagao de

diferengas de segunda ordem (onde x é pardmetro):

Yn+1(2) = (T(2) = 1)Yn(®) = sSpyn-1(z), n=1,2,--, (4.31)

onde 7, e s, sao definidos como no Teorema 4.1. Ora, por um lado, de acordo
com (4.10), a solugdo de (4.31) que satisfaz as condigdes iniciais yo(z) =1 e
y1(x) = mp(z) — ro € dada por y,(x) = Qn(mr(z)) (n =0,1,2,---). Por outro
lado, como a sucessao dos polinémios associados (lel_)l)n satisfaz a mesma
RRTT (4.10) satisfeita por (Qn)n, mas com condigoes iniciais yo(x) = 1 e
y1(x) = x — 71, entdo a solugdo de (4.31) que satisfaz as condigdes inici-
ais yo(z) =1 e yi1(x) = mp(x) —r1 é dada por y,(z) = lelzl(mg(:v)) (n =
0,1,2,---). Estas duas solugoes de (4.31) sdo linearmente independentes pois o

seu wronskiano nunca se anula. De facto, usando a relagdo (1.14), aplicada a

sucessao (Qn)n, obtém-se

1
Qu(mi(@) QL (mi())
Qur(me(@)  Qu(m())
para todo o n = 1,2,---. Consequentemente, a solucao geral da equacao de

diferencas (4.31) é

yn() = C1(2)Qu(mi(2)) + Co(2)QY | (mi(2)), n=10,1,2,---,

=5182-$n, #0
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onde C;(z) e Ca(x) podem depender de x mas nao de n. Assim, para provar
(4.30) basta mostrar que y,(x) = Pﬁlmil(ac) também satisfaz (4.31). Para
tal, designe u a funcional de momentos a respeito da qual (P,), é ortogonal.

Entéao, usando (4.8), tem-se

P =t Bbtnte) = Parsnts)
1 O0)Qu(m ) ) Qu(m),
up * T —y
= L, 0 =0y, )
U T—y

— P (2)Qu(mi(2)) + Ra(2) ,
onde

R, (z) = x (uy, 0 (y) Qn(mr(2)) — Qn(mr(y))

Uug T—y

>a n2071527""

Assim, para provar (4.30) é suficiente mostrar que y,(x) = Ry, (z) é também
solugdo da equagao de diferengas (4.31). Com efeito, usando a RRTT (4.10)

para (Qn)n, tem-se

Tk (1) Qn (i (2)) — 73 (2) Qn (78 (y))
= [Qni1(mi(2)) = @nir (e (W))] + rn [@n (i (7)) — Qn(mr(y))]
+ 80 [@n-1(mk(2)) = Qu1(mk ()] = [m(2) — Tk (y)] @n(mr(v))

logo, para todoon =0,1,2,- -,

= Rup1(x) +ruRu(x) + spRp—1(x)
L, O =) o )0 (m))).

Ug x—y

Mas, 0, (9)Qn (7 (Y)) = Pugem(y) € ok—1(y;x) := %‘;"(y) ¢ um polinémio

em y de grau k — 1 e, portanto, verifica-se

(@) =) o N

(uy, ——"— ; T (y))) = (Wy, 0k-1(y; ) Partm(y)) = 0
para todo on = 1,2,..., sendo a ultima igualdade justificada pela ortogonali-

dade de (P,), relativamente a u. Conclui-se, assim, que R, (x) satisfaz (4.31),
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o que implica que, de facto, P&mel(m) é da forma indicada em (4.30). Agora,

fazendo n = 0 em (4.30), obtém-se

a(z) = P(lzl(:zr) =Ag(2,m — 1;2)

m

e, para n = 1, usando (4.9), deduz-se

Blz) = P, (@) —al@) (m(@) —7)
= Ao(2,k+m—1;2) — Ag(2,m — L;2) { Proy1 (%) Mr—1-m ()
—a{"™ Ag(m +3,m+k—1;2)}
= Ao(2,m;z)Ao(m+2,m+k—1;2)
—Ao(2,m — 1;2) Ppy1 () Nk—1-m ()

= (A0(27m;x)Pm(x) — Ao(2,m — 1;$)Pm+1($)) N—1-m (T)
(PR @)Pu(@) = P21 (@) Py (@) ) mecrom(a)

= (I a”) meesom(@)
onde a ultima igualdade é justificada pela formula (1.14), fazendo k = 0 e

n=m— 1. O

Estamos agora em condigdes de analisar o Problema (P2) no caso definido-
positivo, isto é, no caso em que a SPOM dada, (P,), é ortogonal a respeito de
alguma medida de Borel positiva, com suporte infinito e momentos de todas as
ordens finitos, ou, equivalentemente, no caso em que os coeficientes da RRTT

(4.2) satisfeita pela SPOM (P,), verificam as seguintes condigoes:
bWeR, a¥ >0 (j=0,1,....,k—1;n=0,1,2...) .

Por simplicidade, aqui e ao longo de todo o capitulo, escolhe-se o parametro r

que figura no enunciado do Teorema 4.1 igual a zero, isto é,
r=0.
Sob tais condic¢Oes, uma vez que
B(@) = 0m(2) s Prym () = Om(2)Q1 (m (2)) = O (2)m1(2)

conclui-se que todos os zeros de cada um dos polinémios 60, e m; sao reais e
distintos (uma vez que os zeros dos polinémios Py, e Py, sao reais e distintos).
E, consequentemente, pelo teorema de Rolle, também todos os k — 1 zeros de

), s8o reais e distintos.
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Teorema 4.7. Nas condigdes do Teorema 4.1 (e com r = 0), suponha-se que
(Pn)n € uma SPOM no sentido definido-positivo, ortogonal a respeito da medida
do . Entao (Qn)n € também uma SPOM no sentido definido-positivo, ortogonal

a respeito de uma medida dr . Suponha-se ainda que:
(i) supp(dr) € um conjunto compacto; logo, existem & e n tais que

—00 < £ := min supp(dr) < 7 := max supp(dr) < +00.

(ii) Sem >1,
m d
/ ¢<OO7 7;:1,27...7m7
¢ |z —me(z)]
onde z1 < z9 < +++ < Zpy, 8G0 08 zeros de 0, .

(iii) 7r(y2i—1) > 1 e Tr(y2i) < & se k € impar, ou T (y2i-1) < & e m(y2:) >0

se k € par, onde y1 < --- < yp—1 designam os zeros de T}, .

(iv) (Omnk—1-m)(x) € 7, (x) tém o mesmo sinal em cada ponto = € ;. * ([, 1))

Nestas condigoes, a transformada de Stieltjes F(-;do) é dada em fungdo da

transformada de Stieltjes F(-;dr) pela formula

—v9Ag(2,m—1;2)+ (H;nzl agj)) Nk—1-m (2) F (7 (2);d7)
Om (z) 7
z 6(C\ (Tr]g_l ([gvn])u{zlv"'vzm}) )

F(z;do) =

onde se assume a condi¢do de normaliza¢ao

n
vO::/dT:/ do =:ugp .
3 supp(do)

Além disso, a medida do € dada explicitamente em fung¢do da medida dT por

m

_ Mk—1-m(z) | d7(mx (2))
do(z) = ; M;d6(x = 20) Az + X o1(1 ) (@) o) ) (4.32)
(a menos de factores constantes) onde, se m > 1,
v Bo(2m = 152)/ (T af ) = Me1-m(z0) Flme(z:); d7)
M,; == >0
07, (21)
(4.33)

para todo ot =1,---,m.
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Demonstragio. Pelos Teorema 1.11 (de Markov) e Lema 4.6, e atendendo ao

Teorema 4.1, para z € C\ 7, ' ([€, 1)) U{z1, -, 2m} , deduz-se

F(z;de) = —up lim 7137(1?-1—771—1(2)
n—oo  Pupym(2)
—v9 Ap(2,m — 152) + (HT:l aéj)) Ne—1-m (2) F(mr(2); d7)
N Om (2)
—v9 Ap(2,m — 1;2) + (H;nzl aéj)) Ly—1(2)
- b (2)
(o) Bt G ) s )

= (HTZl aéj)) <i ZZ]\{ZZ + nk—l—m(Z)F Wk(z);dq—) _Lm—l(Z)

onde L,,_1 é o polinébmio interpolador de Lagrange de grau m — 1 que coincide
com Ng—1—m F(mk(-);d7) nos zeros de 6,,. Assim, obtém-se a representagio
(4.32) do Lema 4.5, com A = ng_1—_m € B = 6,,. Resta provar (4.33), i.e., que
M; > 0 para todo o i = 1,---,m. Seja (pn),, & sucessao ortonormal correspon-
dente & SPOM (P,),,, i.e.,

1
2

pn(x) = <u0 H%> P,(z), n=0,1,2,---, (4.34)
i=1

onde Ypitj = a) (j=0,1,---,k—1; n=0,1,2,--+). Recorde-se que

n+1
Pn+1(x)P,§i_)1 (z) = Poyo(z)PV (z) = H vi, n=0,1,2,---. (4.35)
j=1

Mudando n em nk +m — 1 em (4.35) e fazendo © = z; na equagdo resultante,

obtém-se
nk+m nk m
1 )
Potim1 (20 P31 (z0) == T == []a? (4.36)
j=1 j=1  j=1
para todos os numeros n = 0,1,2,--- e i = 1,---,m. Além disso, tomando

j=m em (4.2) e fazendo = = z; na equacao resultante, obtém-se

Pn m 1 .
a;m):_’”iﬂ(z) (i=1,--,m;n=01,2-). (4.37)
Pnk-l—m—l(zi)

(Note-se que Ppitm—1(2;) # 0, pois z; € um zero de P,jpim para cada n e os

polinémios ortogonais Pi+m € Ppgtm—1 nao tém zeros comuns.) Combinando
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as relagoes (4.34), (4.36) e (4.37), conclui-se que

2 (T, G)
pl?n(zz) _ P]?n(:z) _ Pkn(zl) Hj:ll an (438)
Uo H?:l Vi UOPnk—i-m—l (Zz)Pék)er,1 (Zz)
paran=20,1,2,---ei=1,---,m. Agora, pelo Lema 4.6, para todo o z tal que
Qn (mr(x)) # 0, pode-se escrever
1 m j
0P (@) = (T 0 ) Qu (@) Fu(a) (4.39)

onde

~07Q (@)

Como Prpym () = 00 (2)Qn(mr(2)) entdo Py, . (2:) = 0,,(2:)Qn (7x(2:)) para
i=1,---,m. Como Py, (z) # 0 (pois Pugym e P, nao tém zeros comuns)
e 0,(z) # 0, entdo também @, (mr(z;)) # 0 para todos os n = 0,1,2--- e
i=1,---,m. Além disso, de (4.39), obtém-se

) W (e
Fo(z) == ugAo(2,m — 1;:c)/(]_[;.”:1aéj)) — D1 (2) ( Q21 (i ( ))) '

0P 1 (20) = (11 6" ) Pl (200 Fa ()01 (2

paran =0,1,2,---ei=1,---,m. Substituindo em (4.38), deduz-se

P2 Zi HT‘T;71 CL%]) H;n Z3
p;fn(zi)zp e () = Im(z) (4.40)

wkrm—1(20) Pl (20) 17 0 Fli)

paran = 0,1,2,--- e i = 1,---,m. Usando a desigualdade (cf. [19, pg.24])

P (z)P,(x) = P} (x)Prs1(xz) >0 (n=0,1,2,---), com nk +m — 1 no lugar de

n

nex = z;, obtém-se Pppim—1(2;)P’ (z;) > 0 para todo on =0,1,2,--- e

nk+m
i=1,---,m. Assim, de (4.40), obtém-se 6/, (z;)/F,(z;) > 0 paran =0,1,2,---

et=1,---,m e, portanto,

paratodooi=1,---,m. O

Observagao 4.8. Em particular, nas condigoes do Teorema 4.7, se dT é uma
medida absolutamente continua com densidade (fun¢do peso) w,, entdo a parte

absolutamente continua de do tem densidade

Nk—1—m (17)
O ()

a qual tem suporte contido na unigo de no mdximo k intervalos fechados; e do

wo (x) = wr (i (2))

pode ainda ter “pontos de massa” localizados nos zeros de 0,,.
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4.4 O casom =20

Nesta sec¢ao analisa-se detalhadamente o caso em que m = 0 (e k > 2, arbi-
trario). A aplicagao dos resultados anteriores, nesta situacdo, permitira obter
resultados conhecidos na literatura. Por exemplo, o Teorema 4.1 pode ser usado
para estabelecer condicoes para a existéncia de uma transformacao polinomial no
sentido descrito por J. Geronimo e W. Van Assche [28]. De facto, tais condigoes
apareceram no trabalho [16] de J. Charris, M.E.H. Ismail e S.Monsalve, em-
bora neste trabalho nao tenham aparecido explicitamente no ambito de uma
proposicao. Por outro lado, veremos adiante que estes resultados tém interesse

no contexto da chamada ortogonalidade sobre a circunferéncia unitéria.

Teorema 4.9. Seja (P,,), uma SPOM caracterizada pela RRTT (4.2), definida
por blocos. Sejam Ag(z):=0 e

An(z) i =aP A, 1(2,k—2;2)+aVA, (3, k—1;2) — a(()l)Ao(fS, k—1;z) (4.41)

para todo on = 1,2,3,--- e suponha-se que as duas condigoes sequintes se

verificam para todo on =0,1,2,...:
(i) b e A, (2,k—1;2) sdo independentes de n para todo z ;
(ii) Ap(z) é independente de x para todo o n.
Sejam b,c € C, com ¢ # 0, e defina-se o polindmio T (de grau k) por
T(x) :=c(Ao(l,k—1;2) —b).
Seja (@n)n a SPOM caracterizada pela sequinte RRTT
@nﬂ(x) =(z—7y) @n(f) - gn@n—l(f) ;, n=0,1,2,...
com condigoes iniciais Q_1(z) =0 e Qo(z) =1, onde

Tn = c(Ap(0) = 0), $p:= czaglo)agllzl e aglk__ll) .

Entao
Pen(z) = ¢ "Qn(T(z)), n=0,1,2,...
Além disso, para cada j =1,2,...,k—1, tem-se
c " ~
Prpy g z—{_lAnZ’—l; nt+1(T

b a0 A+ 2k~ 1) G,(T @)}

para todo omn =0,1,2---.
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Demonstragao. Considerando m = 0 no Teorema 4.1, deduz-se

1
 Ag(2,k—1;2)

+ afal? ol A+ 2,k = 132)Qu(mk(2)}

Pin+j(2) {An(2,5 = L;2) Qnyr (mi(2))

para todos os j =0,1,---;k—1en=20,1,2,---, onde
ﬂ-k(x) :Ao(l,k— I,I)

e (Qn)n € a SPOM caracterizada pela RRTT (4.10), com

ro:=0, r,:=A,0), s,:= a;°>a;121a;221 .- -a,(zk__ll)
para todo on =1,2,---. Assim, a prova do Teorema 4.9 obtém-se notando que

@n(x) =c"Q, (cilx + b) , Thn=c(r,—b), 3,=cs,
para todo o n, e que T'(x) = c(mi(z) — b). O
Do Teorema 4.7 obtém-se a proposicao seguinte. Trata-se, essencialmente,

de um resultado estabelecido por J. Geronimo e W. Van Assche [28].

Teorema 4.10. Nas condi¢oes do Teorema 4.9, se (P,)n € uma SPOM no
sentido definido positivo, ortogonal a respeito da medida do, entdo (@n)n é
também uma SPOM no sentido definido positivo, ortogonal a respeito de uma
medida d7 . Além disso, suponha-se que se verifica a condi¢ao de normalizagdo

Jpdr = [ do, bem como as trés condigoes seguintes:
(i) supp(dr) € um conjunto compacto, de modo que se pode escrever
—00 < & := min supp(dr) < 1 := max supp(dr) < +00;
(ii) T(y2i—1) > n e T(y2:) < & (para todo o i) se k € impar, ou T (y2;—1) < &
e T'(y2i) > 1n se k € par, onde yy < --- < yg—1 designam os zeros de T’ ;

(iii) os polinomios W (z) := Ag(2,k—1;2) e T'(z) tém o mesmo sinal em cada

ponto x € T~L([¢,7]).

Nestas condigoes, tem-se
F(z;do) = W(z) F(T(z);dr), zeC\ T " ([£n)

Além disso, a menos de um factor constante,

dr(T'(x))

o) = W (x)| T2

(4.42)

e o suporte de do estd contido em T ([€,1]) (uma unido k intervalos).
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Observagao 4.11. A Figura 4.1 ilustra o Teorema 4.10 para k =5 e m = 0.

wo k)

AN N LN 4
T\\)ﬁ/'5 N/ /

%

Figura 4.1

Polinémios crivados generalizados em 0D

De seguida aplicam-se os resultados anteriores para resolver um problema no
ambito da teoria dos polinémios ortogonais na circunferéncia unitaria, recu-
perando resultados conhecidos contidos em trabalhos de M. E. H. Ismail e X.
Li [33] e de J. Petronilho [80]. Antes, porém, é conveniente fazer uma incursio
pela teoria dos PO’s sobre a circunferéncia. Os aspectos principais desta teoria
foram compilados por Barry Simon nas monografias [84, 85] e no artigo [86]. O

circulo unitério sera designado por D e a circunferéncia unitaria por 0D:
D:={zeC:|z|<1}, ID:={ze€C:|z|=1}.

Deste modo, a expressdo “SPOM em 0D” serd usada como abreviatura de
“sucessao de polindémios ortogonais monicos na circunferéncia unitaria”. Seja
dp uma medida de Borel positiva no intervalo [0, 27|, com momentos de todas
as ordens finitos, e cujo suporte é um conjunto infinito. Designe (®,,), a SPOM
em 0D ortogonal a respeito de medida du, isto é, cada ®, é um polinémio

monico de grau n e
/0% By () B (@Vd(0) = Andrm (> 0, mym = 0,1,2,...).
E bem conhecido que (®,,),, satisfaz a relagao de recorréncia de Szegd
Dpi1(2) = 29,(2) + p11(0)P)(2), n=0,1,2,..., (4.43)

com Py(z) =1e |P,(0)] <1 paratodoon=1,2,---, onde & é um polinémio

de grau n, chamado polinémio reciproco de ®,,, definido por

1
O (2) :=2"P, (:) , n=0,1,2,---.
z
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Decorre de (4.43) que uma SPOM em 9D, (®,,),, é determinada de modo tnico
pela sucessao (®,(0)),. Os parametros ®,(0) (n = 0,1,2,...) sdo designados
por coeficientes de reflexdo (ou de Szegd, ou de Schur, ou de Verblunsky) . Por
outro lado, dada uma sucesséo de nimeros complexos (v, )n, com |a,| < 1 para
todoon =0,1,2,..., existe uma tinica medida de Borel du com suporte contido
em [0, 27] tal que a correspondente SPOM em 90D satisfaz ®,(0) = —a,, para
todo o m = 0,1,2,... . A transformada de Herglotz de uma medida de Borel

positiva du com suporte em [0, 27| é definida por

1 2 il 4 o
Clesdi =5 [ SZdu(o), Jel <1

C(z;dp) é uma funcdo analitica em D com parte real positiva, i.e., € uma fun¢io
de Carathéodory. Reciprocamente, dada uma fungdo de Carathéodory, C, existe
uma tunica medida de Borel du tal que C é a correspondente transformada de

Herglotz. Este facto resulta da seguinte férmula de inversao de Stieltjes:

0 0— ' '
6 +0) JQF HO=0) _ onst. + lim Re{C(re', p)}dg .
r—1-— 0

Para todoon =20,1,2,---, define-se

1 [ e 42 0
Os polinémios da sucessao (£2,), assim definida sdo chamados os polinémios
associados de segunda espécie correspondentes & SPOM (®,,),,. Estes polinémios

satisfazem a relagdo de recorréncia
Qnt1(z) = 200(2) — Pn(0),(2), n=0,1,2,--,

logo constituem eles proprios uma SPOM em 0D. Existe uma ligacdo impor-
tante entre a ortogonalidade na recta real e a ortogonalidade na circunferéncia,
usualmente designada por transformacdo de Szegd. Para descrever esta trans-
formagéo, considere-se uma SPOM (P, ),, ortogonal no sentido definido positivo
a respeito da funcao de distribuicao do cujo suporte seja um subconjunto do
intervalo [—1, 1]. Nestas condigdes, pode-se definir uma fungao de distribuicéo
em [0, 27| por

o(1) —o(cosf) 0<O<m

(1) +o(cosh) m<O<2r (4.44)

pu(f) =

onde o(f) == do({t : 0 <t < 0}) e pu®) := du({t : 0 <t < 0}). E usual
representar a medida dy definida por (4.44) do modo seguinte:

du(8) = |do(cosh)| (0 <6< 2m).
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Em particular, se di ¢ absolutamente continua e w,, é a correspondente fungao
peso, entao do é também absolutamente continua e, designando por w, a cor-

respondente funcao peso, tem-se
wy(0) = |sinf| we(cosf), 0<0<2m.

Seja (®,)n, a SPOM em 0D ortogonal a respeito da medida du definida acima.
Entao, pode-se mostrar que os coeficientes de cada polinémio ®,, sao reais e que

a relagao entre (®,,), e (P,), pode ser obtida a partir da igualdade

P,(z) [ en  em 27" Do, (2)
(z — 2" HQn-1(x) Wn  —Wp 2 ®Pg, (271) ,
onde
Z+Zil . 2777, 21771
T = =, Wy i ———————
2 14 ®4,(0) 1 — ®9,(0)

e (Qn)n ¢ a SPOM em R a respeito da medida (1—22)do. Utilizando a igualdade
anterior é possivel mostrar que

z—z71

B20(2) =21 { (4 B O)P ) + 255 (1= 82, 0)Qur (o)}

para todo on =0,1,2,.... Além disso, os coeficientes (,, e v, que figuram na
RRTT (1.6) satisfeita pela SPOM (P,),, estao relacionados com os coeficientes

de Verblunsky através das seguintes relagoes:

20p = P2,-1(0)(1 — ©2,(0)) — P2n41(0)(1 + P2,(0)) ,
A9n1 = (1 = P2, 11(0))(1 — @3, (0))(1 + P2, (0))

para todo o n =0,1,.... Usando estas formulas, pode-se mostrar que

1 1+ ®2,(0)
n— - a— Pn n_q)n— 0 Pn _771Pn—
Ques(0) = 7 {Pns0) + 50— 2ans)P) - 220 p
para todo o n = 0,1,.... Finalmente, refira-se que as fungoes de Stieltjes e de

Caratheodory definidas por do e du (resp.) estdo relacionadas pela formula

2 -1
5 Clad, o= 17— (o] = +00)

F(z,do) = 5

Os resultados sobre transformagoes polinomiais atrés estabelecidos permitem
estudar os chamados polinémios (ortogonais) crivados na circunferéncia unitaria,
bem como generalizacoes destes. Mais precisamente, a teoria desenvolvida sobre
transformagoes polinomiais (na recta real) permite resolver o seguinte problema

inverso da teoria dos polinémios ortogonais na circunferéncia unitaria.
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(P) Seja (Pr)n uma SPOM em 0D e seja —1, o, 1, a2, - - - @ correspondente
sucessdo de coeficientes de Verblunsky. Suponha-se ainda que o, € (—1,1) para
todo on=0,1,2,---. Seja k > 2 uwm nimero inteiro e firem-se arbitrariamente
k — 1 ndmeros reais by, ba,---,by—1 € (=1,1). Designe (fAI;n)n a SPOM em
0D caracterizada pela sucessao de coeficientes de Verblunsky —1, &g, aq, ag, - - -,

definida por
Qnk—1:= Qn-1, Q2nkyj-1:=—bj, Qnti)ktj—1 = br—j

paran = 0,1,2,---ej=1,---k—1. O problema consiste em descrever as

propriedades da SPOM (E)n)n em termos das pripriedades da SPOM (),

bem como obter uma representagao da medida de ortogonalidade para (@), em

fungao da medida de ortogonalidade para (®y,);,.

Observe-se que, de um ponto de vista algébrico, este problema pode ser
interpretado do seguinte modo: parte-se de uma sucessao de coeficientes de
Verblunsky, —1, ag, a1, aa, . . ., € perturba-se esta sucessao, inserindo entre cada
dois coeficientes um bloco com k — 1 nimeros reais, obtendo-se assim a nova

sucessao de coeficientes de Verblunsky

—1,=by, -+, =bg—1,00,b—1,- -, b1,

(4.45)
ay, —by, o, —bg_1,00,bk1, -, b1, a3, .
(Trata-se da sucessdo (&), definida em (P)).
Se by =by =+ =br_1 = 0 entdo (4.45) coincide com a sucessdo dos coefi-

cientes de Verblunsky dos chamados polinémios crivados em 9D, estudados por
varios autores, nomeadamente, V. M. Badkov [8], F. Marcellan e G. Sansigre
[45, 46] e M. E. H. Ismail e Xin Li [33], os quais resolveram o problema nesta situ-
agao particular. Para by, by, -+, b1 arbitrarios, o problema (P) foi resolvido
por J. Petronilho em [80] usando uma transformacao polinomial adequada entre
as SPOM’s na recta real (P,), e (P,), correspondentes (pela transformagcio de
Szegd) as SPOM’s na circunferéncia (®,), e (®,), (resp.). Esta transformagao
polinomial pode ser descrita usando os resultados estabelecidos anteriormente.

Com efeito, pondo
o1 1/k

d:= | J] (@-123)/2) :

j=1
de acordo com os resultados de [80], tem-se

Po(z) = d"P, (3) . n=01,2---
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onde (P,), é uma SPOM (na recta real) caracterizada pela RRTT

~

Pn-i-l:(x_an)ﬁn_’/y\nﬁn—l (n:071727"')7

sendo as sucessoes (Bn)n e (n)n definidas a custa dos ntimeros by, - - -, bi—1 e dos
coeficientes de Verblunsky (ay,), de (®,),—cf. (3.3) e (3.4) em [80]. Definindo
An(i,5;) e A, como em (4.4), (4.5) e (4.41), mas com a’ e b substituidos
POT Anktv € Brkty (resp.), segue-se de [80, Lema 3.3 e formula (3.8)] que (Py)n
satisfaz a RRTT

Poa(@) = (2= B(0) + 81(0)) Pa(a) = (TT5Z0 ks ) Puca(a)

para todo o n = 0,1,2,---. Atendendo a [80, Lema3.1], ﬁnk e ﬁn(2,k —1;2)

sao independentes de n e ﬁn(:zr) ¢ independente de z. Além disso, definindo
T(x) :=Ao(1,k — 1;2) — ®1(0), W(z) :=Ao(2,k — 1;2),

do Teorema 4.9 obtém-se

Penti (@) = 72— { B2, = Li2) Paa (T()

o (TEos i) Bali+ 2.k = L) Pu(T() }

para quaisquer n =0,1,2,---e j=0,1,2---,k — 1. Em particular,

o)

() =P, (T(x)), n=0,1,2,---.

Atendendo agora a [80, Lema 3.6] constata-se que todas as hipoteses do Teorema

4.10 sao verificadas, logo
- 1 z z z 1
F(z,da) = W (5)F (7 (5).do) . Zec\T7\ (&)
e (a menos de factores constantes)

a5(2) = | (%)\ %, — eI (lgm) ,

onde o suporte de do estad contido numa unido de k intervalos na recta real.

Finalmente, pela transformagao de Szego, obtém-se [80]
dp(8) = |do(cos)]

. cosf dO_(T(cose))
—sgn{smﬁ}‘W( 7 )’ T’(#) ; 0<6<2m.

Observe-se que o suporte da medida dp estd contido numa unido de varios

arcos da circunferéncia unitaria, distribuidos dois a dois de forma simétrica
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relativamente ao eixo real. Estes arcos sao determinados projectando sobre 9D
os k intervalos determinados pelo conjunto dT~1([¢,n]) (cf. Figura 4.2). Todos

estes conjuntos podem ser definidos explicitamente (veja-se [80]).

Observagao 4.12. Se by = --- =biy_1 =0, entao T e W sao essencialmente

polindmios de Chebyshev de primeira e de seqgunda espécie (resp.):
T(z) = Tp(dz) , W(z)=dUp_1(dx),  d:=207R0/Fk,
Neste caso a formula precedente para a medida reduz-se a
- 1
dp(9) = Ed,u(kt?) , 0<6 <27,
que é a medida para os polinémios crivados em 0D obtida em [8, 33]. A unido

dos arcos dd todo o circulo unitdrio e tem-se [8, 33|

Dpprj(2) =270, (2%), j=0,1,--- k—1;n=0,1,2,---.

Observagao 4.13. A determinacao explicita dos polinémios da sucessao (fAI;n)n
para by, - -+, bg_1 arbitrarios, em func¢ao dos polindmios da sucessao (Py, )y, pode
obter-se usando o Teorema 4.1 e as relacoes entre as ortogonalidades na recta

real € na circunferéncia unitdria, descritas atrds (cf. [80]).
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4.5 Ocasom=Fk—1

Nesta secgao assume-se que k > 3 e m = k— 1. Fixem-se 2k ntiimeros complexos
bo, -+, bg—1,¢c0," -+, k-1, com ¢; # 0 paratodoo j =0,1,...,k—1. Seja (P,)x
uma SPOM caracterizada por (4.2) com as seguintes condigoes:

b =b, (0<j<k-1)

ayy) =c¢ (1<j<k-2)

© (h-1) (4.46)
a;’ =co, Qg = Ck—1
aﬂl + agzk_l) =co+ Cr-1
- . (0 (h=1) = . .
para todo o n = 0,1,2,... . Aqui, a,, e an sao ndmeros complexos nao

nulos que a priori podem depender de n. De seguida mostra-se que esta SPOM
(Py)r pode ser descrita por uma transformagao polinomial do tipo indicado no
Teorema 4.1 (com m = k—1). (A tltima condigdo em (4.46) foi imposta, justa-
mente, para que (P, ), possa ser descrita por uma transformacao polinomial—de
acordo com a Observagdo 4.4). Com efeito, seja ¢y, o polindmio monico de grau

k definido por

T — by 1 0 0 0 1
c1 Tz — by 1 0 0 0
0 Co r—by - 0 0 0
or(x) = ;
0 0 0 coo o x—bg_3 1 0
0 0 0 Ck_2 T —bg_o 1
co 0 0 0 Ch_1 T —brp_1

e AT)S(,T) o polinémio de grau s — r + 1 assim definido: se 0 <r <s<k—1,

T —b, 1 0 e 0 0
Cr41 xr — br_;,_l 1 cee 0 0
O Cr42 xr — br+2 e 0 O
Ay g(x) = ) ) ) _ ) ) ;o (4.47)
0 0 0 s —bgq 1
0 0 0 e Cs x — by

e,ser <s,
0 se s<r-—1
Ay g(x) = 1 se s=r—1
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Como A, (1,k—2;2) = Ag x—2(z) paratodoon =0,1,2,...entdo as condigdes

(i) e (ii) do Teorema 4.1 sao verificadas. Além disso,
Or—1(z) = Ao p—2(x) .

Por outro lado, manipulando o determinante que define i (), verifica-se facil-

mente que o polindomio 7 que figura no Teorema 4.1 é dado por
m(#) = Boj1(2) — codipa(e) = ou(@) + (~DF (o + T[T ) - (448)

Finalmente, tem-se A, (2,k —2;2) = Ay p—2(x) e Ap(1,k—3;2) = Ag p—3(x)
para todo o n = 0,1,2,..., logo, tendo em conta a ultima equagéo de (4.46),

conclui-se que o polinémio 7, (x) definido no Teorema 4.1 é dado por
Tn(x) = (agzo-i)-l — Co) (AL]Q_Q(:L') — A071€_3($)) (4.49)

para todo o n = 0,1,2.... Esta igualdade permite encontrar condigoes que
assegurem que a hipotese (iv) do Teorema 4.1 se verifica, i.e., tais que r,(x)

seja independente de x para todo o n. Por exemplo, se kK = 3 entao

rae) = (afdy = <o) (bo = b1)

para todo on =0,1,2,..., ie., r,(z) é sempre independente de z. Porém, se

k = 4 tem-se

ro(x) = (aﬁlo_i)_l - Co) ((bo —by)(x—b1) +c1 — 62)

paratodoon =0,1,2,...; e, assim, 7, (z) é independente de x se e s6 se by = by
ou agloll = ¢g paratodoon =0,1,2.... De seguida analisam-se detalhadamente

duas situagdes em que 7, (z) é independente de z.

SPO’s com coeficientes de recorréncia peridédicos

Escolhendo agﬂ)rl e aslkfl) em (4.46) independentes de n, i.e.,

agg)rl =, a%kil) =ct—1 (n=0,1,2,--),

decorre de (4.49) que r,(x) = 0 (independente de x) e, portanto, todas as
hipoteses do Teorema 4.1 sdo verificadas. Além disso, uma vez que rqg =1, =0
e s, = const. = cpcy---cp—1 (n = 1,2,...), entdo @, &, a menos de uma

transformagao afim da variavel, um polinomio de Chebyshev de segunda espécie,

Qu(z) =812 Up (2/(2v/51)) , n=0,1,2--.
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Note-se que, nesta situagdo, os coeficientes que figuram na RRTT para (Py,)n

sao sucessoes periodicas de periodo k, i.e., a SPOM (P,), é caracterizada por
xPn(x):Pn+1(ar)+ﬂnPn(a:)+'ynPn,1(x), TL:O71,2,"' ) (450)

com condigoes iniciais P_1(z) =0 e Py(r) =1, onde

Brk+i = bi ,  Ynkti =6 (0<i<k-1;n=0,1,2,--). (4.51)
Sejam
CQ = C; e d = —1 k+1 —0
Il (- 2
(escolhe-se ¢ de modo a ser uma raiz quadrada de Hf;ol ¢i). Defina-se ainda
Un(z) == c"Up (222) , n=0,1,2,.... (4.52)

A proposigao seguinte é, essencialmente, um resultado estabelecido por Ya.
L. Geronimus [30] com o recurso a teoria das fracgoes continuas. A prova que
se apresenta a seguir € baseada nos resultados das secgoes anteriores. As pro-
priedades algébricas (4.53)—(4.54) aparecem também em [24], mas serdo obtidas
directamente do Teorema 4.1. As expressoes explicitas (4.56) para as “massas”

nao foram estabelecidas anteriormente.

Teorema 4.14. A SPOM (P,),, caracterizada por (4.50)—(4.51), com b; € C e
¢; € C\ {0} para todo o j, pode ser descrita por uma transformagao polinomial

definida pelos polindmios de Chebyshev de sequnda espécie, do sequinte modo:

Popyj(x) = Agj—1(z) Un(pr(x))

. ~ (4.53)
+ (I i) Agirea(@) U (pr())
para 0 < j < k—1 e para todo on =0,1,2,---. Em particular,
Poir1 (@) = Dos2(x) Un(pr(x)), n=0,1,2,---. (4.54)

Além disso, no caso definido-positivo (i.e., b; € R e c; > 0 para todo o j) a

medida de ortogonalidade para (Py,), é dada por

k—1 ) )
_ ) . 1 \/40 — (r(r) —d)
do(z) = ]; M;6(x — 2;) dw + 2mco Ao r_2(z)] Xt (1d—2¢,d+2¢]) () da
(4.55)
(escolhendo ¢ = H;:é \/a), onde z1 < -+ < zx_1 $Go 0s zeros de Ng p_2(x) e
M, = 7A}*’“*2(zﬂ') {1 — min {1, _ Bok-i(z) H (4.56)
AG k—2(2) coA1k—2(2;)

para todo o j =1,2,---,k—1.
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Demonstragio. As relagoes (4.53)—(4.54) obtém-se imediatamente de (4.12) e
(4.8) no Teorema 4.1, atendendo ao exposto antes do enunciado do Teorema
4.14. Considere-se agora o caso definido-positivo. Como Qn(z) = ¢" U, (£)

entdo (Qn)n € ortogonal a respeito da medida
1
dr(z) = 302 X —2c2e(z) V4 — 22 dx (4.57)

e a correspondente funcao de Stieltjes é dada por

1 z
F(z;dr) = %FU (%) , z€C\[-2¢2,

onde Fy ¢é a fungao de Stieltjes associada a sucessao (U, )y, definida por (1.25).

Note-se também que o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da SPO (Qy,),, €

[5777] = [_267 20] = Supp(dT) :

Prove-se agora que todas as hipoteses (i)-(iv) do Teorema 4.7 se verificam. E

6bvio que a hipotese (i) se verifica. Para provar (ii)—(iv), observe-se que
72 (zj) — 4 = (2c0A11—2(2) + Tr(2))> . j=1,--- k—1. (4.58)
De facto, por (4.48), tem-se
() = Ao p_1(7) — oA p_o(x) = Py(z) — coPy(2)
logo, usando o facto de z; ser zero de 01 = P,_1, pode-se escrever

(2c0A1 k—2(z;) + T (2))?

Tii(25) + dcoDre—2(2;) (Tk(z5) + codrk—2(z5))

(2j) +4coD1 k—2(25)Dok—1(25)

(1) + deo (P, () Pe(z)) = Pea (z) P, (34) )
(2) —

Zj

™

2
k
2
k
2
Tk
2
k

™

o que prova (4.58). Assim, temos
|Tk(z)] >2¢>0, j=1,---,k—1. (4.59)
Para mostrar que a hipotese (ii) se cumpre, prove-se que

2c
d
—ae [y = mi(25)]
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Claramente, (4.60) verifica-se para cada z; tal que |mx(z;)| > 2¢, pelo que resta
provar que (4.60) também se verifica para z; tal que 7 (z;) = £2¢. No caso

mk(zj) = 2¢, de acordo com (4.57), tem-se

= d = —
_ae |y — 2¢ 2nc? J_o, 2c—vy Y= 7e 4

2c 2c 1
dr 1 £\ 4c? — y? 1
/ (y) c Y (1 t) 1/2(1 t)1/2 1t

2 1
= —B(%1)==-<
e (33) o < too
(B(-,-) designa a fungdo beta). A prova no caso mi(z;) = —2c é analoga.

Prove-se agora (iii). Tendo em conta as consideragoes que precedem o Teorema
4.7, 7y, tem k zeros reais e distintos z1 < -+ < z, e W), tem k — 1 zeros
reais e distintos y; < -+ < ygp—1, que satisfazem x1 < y; < T2 < Y2 <
<o < ygp—1 < zp (propriedade de entrelagamento). Além disso, observe-se que

Op—1(z) = Py_1(z) e mp(x) = Pr(x) — cOP,gi)Q(x) e, portanto,
m(2) = Pel(z) — coPMy(z5) , G =1,2,- k—1.
Agora, por um lado, usando [19, pg. 86, Teorema 4.1] tem-se
<oy <z, j=1,2 k=2 (4.61)

onde z,(cl_)271 < 2,2132)2 < e < z,(cl_)wg_2 designam os zeros de P,§1_)2. Por outro

lado, atendendo a [19, pg. 28, Teorema 5.3], também se tem
2 < 25 < Zgjq1, Jj=12,--- k-1 (4.62)
onde zp1 < zp2 < -+ < 2k 840 os zeros de P;. De (4.61) e (4.62) obtém-se
sen {m(z)} = ()", j=1,--- k-1 (4.63)
e, assim, 1 < 21 < Tg < 29 < -+ < 2k_1 < Ti. Deste modo, deduz-se
X1 <Y1, 21 <To<Yo, 20<x3< < Tho1 <Yk1, Zk—1<Tk. (4.64)

Suponha-se que k é um ntimero impar (o caso em que k é par trata-se de
modo anélogo). Entdo sgn {m(z)} = (=1)""! se # € (x4, 2;+1) para todo o
i=1,---,k—1. Assim, tem-se 7 (y2;—1) > 0, mk(y2;) < 0 e, de (4.59) e (4.64),
obtém-se 7x(y2j—1) > 2¢ e m(y2;) < —2c para todo o j =1,2,---,(k —1)/2.
Por conseguinte, verifica-se a hipotese (iii) do Teorema 4.7. E é claro que a

hipotese (iv) também se verifica, atendendo a (4.64).
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Decorre imediatamente do Teorema 4.7, de (4.57) e de 7 (z) = ¢r(z) — d
que a medida do é dada (a menos do factor cy/c?) por (4.55), onde

_ Aur—a() — (*/co) F(mi(2)); d7)
Aa,k—2(zj)

para cada j = 1,---,k — 1 (note-se que vy = ff;c

Mj : (465)

dr = 1). Para concluir
a demonstragéo resta provar que esta expressdo para M, coincide com (4.56).
Note-se primeiramente que, atendendo a (4.59) e (4.63), tem-se % > 1 se

w < —1se k — j é impar. Consequentemente, e atendendo a
C

1/2

k—jépare

definigao da fungao complexa (22 — 1)1/2, obtém-se

()" - )
2c 2c

(—1)k—7
= o |2c0A1 k—2(25) + Tr(25) |

onde Vv designa a raiz quadrada real usual. A ultima igualdade é justificada

por (4.58). Além disso,

F(mp(z);dr)

! T (2;) 1) me(z)) me(z) )2 1/2
e ) () )

1

=53 {Ao,k—l(zj) — coB1p-2(2)

— (=1)"7 [ Ao r-1(z)) + coArr—2(25) |} :

Substituindo esta expressao em (4.65) obtemos (4.56), tendo em conta que, para
quaisquer g,h € R,

g+h—1|g—h|

g+h+|g—hl
2 ’ '

A
min{g, 1} 5

max{g, h} =
O
Observacao 4.15. Para j € {0,1,---,k — 1}, os zeros de Ppi4;(x) satisfazem

e j—1(z)sin(n + 1) + (szo ci)AHLk_g(:v) sin(nf) =0,

_ mi()
cosf = =5~ .

Em particular, os zeros do polinémio Py4x—1(x) sdo os k—1 zeros do polindmio

Or—1(x) juntamente com os nk pontos {xé?}jzoy,.,,k,l que satisfazem
) q=1,"-n

qm
n+1)

ﬂ'k(a:(")) = 2ccos (
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Este resultado foi estabelecido por B. Simon [87, Teorema 2.1]—observa-se que
o polinémio A que aparece em [87| estd relacionado com o polinémio my, pela

igualdade A(x) = m(x)/c.

Polinémios ultraesféricos crivados de segunda espécie
Em (4.46), tome-se
bj:=0, ¢:=3 (j=01,---k—1).

A SPOM (P,), que se obtém com esta escolha é a chamada sucessdo dos

polinémios crivados de segunda espécie [16]. Nesta situagdo, tem-se

-~

AT,S(‘T) =Us—r11 (17)

parar,s € {0,1,---,k —1}. De (4.49) obtém-se r,(z) = 0, logo as hipoteses do

Teorema 4.1 sdo verificadas, sendo a SPOM (Q,,),, caracterizada por
=0, s,= 42k a;f’)ag’“—l) , n=0,1,2,....
Além disso, tem-se
O 1(2) = U a(z), mr(x) = U(x) — 1 Upa(z) = Ti(2),

e Ap(l,7 — L;z) = (77(1:) e Ap(j+2,k—2;2) = ﬁk_j_g(:v) para todos os
n=0,1,2,...e 0<j <k —1. Decorre do Teorema 4.1 que

Pokrj(x) = Uj(2) Qu(Ti()) + 47700 Up—j—2(2) Qu-1(Ti(x)) (4.66)
para todos os n=10,1,2,...e 0 < j <k — 1. Em particular,

Pnk-l—k—l(x) = fjk_l(.%') Qn(fk(x)), n = 0,1,2,--- .

O caso especial em que, para A > —1/2 (fixo) se escolhe

T e N T A1) (n=012,)

a

tem importancia histérica, uma vez que @), é, a menos de uma mudanca de

varidvel, um polinémio ultrasférico de parametro A,

- n! A1 fok—1 -
Q"(x)_izkn(wrnnc" (2" '2), n=0,1,2,
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e P, coincide com o polinémio moénico ultrasférico crivado de segunda espécie
de grau n, B)(-;k), introduzido por Al-Salam, Allaway e Askey [4]. De facto,
por (4.66),para j =0,--- k—1len=20,1,2, -, tem-se

Pinss () = Us(@@n(Tr(@) + grrgyy Ub-2-5(0)@n-1(Tie)
n!
= 2kn+j()\+1)nBli\n+j(I;k)v

sendo a ultima igualdade justificada pela relagao [15]
Bl (@i k) = Uj (@) O (Ti(2) + Up—j—2(2) Oy (Ti(2))

e por (1.27). Além disso, como a SPO (@), é ortogonal a respeito da medida

1
dT(:Z?) = ’LUT(I) X]_21—k721—k[d$, ’LUT(I) = ok—1 (1 — 4k71$2)>\+2

3

entdo, pelo Teorema 4.7 (as hipoteses deste teorema sdo facilmente verificadas,
usando as propriedades dos polinémios de Chebychev de primeira e segunda
espécie) obtém-se, a menos de um factor constante, a medida de ortogonalidade

para os polinémios ultrasféricos crivados de segunda espécie:
1
do(x) = (1 = 223 U1 (@) ¥ (@) do -
Note-se que, neste caso, todas as massas M; dadas por (4.32) sdo nulas. De facto,
uma vez que os zeros de 0),_1 = Uy_, sdo zj = —cos(jm/k)paraj=1,--- k-1,
entdo mx(z;) = Th(z;) = 227F cos(km — jm) = 217%(—1)F=7; logo, usando as

propriedades das fungoes Beta e Gamma (ver e.g. [7]), obtém-se

1 1
F(m(z);dr) = F((-1)F721Fdr) = 2¢1 f_ll (1—132:1;;@}“2 dx

— k—1—j39k+2X 1 3
= (-Dk iR B A+ LA+ 3)

Vo Jpdr = f_ll(l — 2?24y = 22>‘+QB()\+%,)\+%)

SR SERCEIEE 3

Ao(2,k —2;z5) = ﬁk72(zj) = 927k(_)k—i—L

k=1 ) _ 41—k 142X

Consequentemente, como Hu:l ag x> obtém-se

w802 k= 22)/ (T2 o) = (D722 B (A LA+ 3)
Daqui e de (4.33) deduz-se imediatamente M; = 0 paratodoo j =1,---,k—1.

Observagao 4.16. A ligacdo entre polindmios crivados e polinémios ortogonais

definidos a custa de transformacdes polinomiais foi observada por J. Geronimo
e W. Van Assche em [28].
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4.6 Um exemplocom k=5em =1

As situagoes consideradas nas secgOes anteriores correspondem a escolhas ex-
tremais de m (para um dado k), i.e., m assume o valor minimo possivel (m = 0)
ou o valor maximo possivel (m =k —1). O exemplo que aqui se apresenta cor-
responde a uma situacgdo intermédia, com k =5 e m = 1. Seja (P,), a SPOM

caracterizada pela RRTT
xPp () = Poy1(x) + BnPn(z) + yaPr—1(z), n=0,1,2,--- (4.67)
com condigdes iniciais P_1(z) = 0 e Py(z) = 1, onde

Bo = Bsn+1 = Bsnts = Ponga =0, Bspr2a=1, Bsnps=3 (n=>0),

M=%, 2=3, Y1 =Tsmp2z=1 (n>1),
Yonas =1, Yonsa =32, Ysmas =2 (n>0).
(4.68)
Comparando com (4.2), observa-se que (ag))nzo e (be))nZO (0 < j < 4)sdo

definidas por

R R R R N
% se n>1
1 se n=0 L se n=0
aglo) - 7 ag) _ 2 7
% se n>1 1 se n>1
§ =
a2 =] se n=0 Coa® =1, aﬁl):%
1 se n>1
paratodoon =0,1,2,---. E facil de verificar que se cumprem todas as hipoteses

do Teorema 4.1 (com k=5em =1) e que
An(3,5;2) =2t — 223 — 122 4+ Iz (independente de n)

0 se n=20
ro(z) = (independente de ) ,

Or(z) =2, mx)=2%— %xQ— %:1:4— %,
71'5(x)*x5—%x4—2—9x3+5x2+%x—%’.

Além disso, a SPOM (Q,,), definida pela RRTT (4.10) é caracterizada por

0 se n=20 se n=1

wro 213

—% se n>1 se n>2.
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Assim, cada @,, pode ser expresso em funcao dos polinomios de Chebychev de

segunda espécie:

@) = (32) {0 (358) - 5 Uos (382) — 302 ()} (009)

para todo o n = 0,1,2,--- . Decorre do Teorema 4.1 que (P,), pode obter-se

de (Qn)n por meio de transformagéao polinomial, tendo-se

P5n+1($) = ZEQH(TF5($)) , n= 07 1527 .

As expressoes para os restantes polinémios, Psp+;(x) (2<j<5;n=0,1,2,--),
podem também obter-se pelo Teorema 4.1. A medida de ortogonalidade para a
sucessao (P,), deduz-se do Teorema 4.7. Para determinar esta medida, note-se

primeiro que (@) € ortogonal a respeito da medida (ver Anexo C)

dr(z) = %5 (a: — %) —I—wT(:z:)X]

onde

_ 36v/2 8z +5\°
wr(z) = Tz Gz |\ ( 12\/5)

Constata-se facilmente que as hipoteses (i)—(iv) do Teorema 4.7 sao verificadas.

De facto, tem-se
supp(dT):[—g—— ——+3\/—}U{ b,

logo a hipotese (i) do Teorema 4.7 verifica-se trivialmente, com £ = % — %\/5
en = % E 6bvio que a hipotese (ii) também se verifica, pois, uma vez que
o Gnico zero de 01(x) ¢ z1 = 0 e 75(0) = —23/8, entdo os podlos da fungao
wr(z)/|(x — 75(0))| sdo —23/8 = —2.875, —27/8 = —3.375 e 3/2 = 1, os quais

nao pertencem ao intervalo
-2 - 3v2,-3 + 3v2] ~ [-2.74632,1.49632]

(este intervalo é o suporte da parte absolutamente continua da medida d7). As
hipoteses (iii) e (iv) podem confirmar-se geometricamente (ver Figura 4.3).

Por outro lado, uma vez que

o i ]
R V2

13 (22 — 3)(8z + 27)

r=1
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Figura 4.3
€
dr(z)
F 0);d =
ms0an) = [ T
2
5 3 ([ 8z+5
I 288\/5/‘§+§\/§ 1 (12\/5) o ]
T OB 7 Jsss Ger2d)e-3)@at2n) T

conclui-se que a “massa” My dada por (4.33) é
M, = vo/aél) —n3(0)F (75(0);dr) = 0.

Assim, a SPOM (P,),, é ortogonal a respeito da medida

5
do(z) = Z]\Qd(x —a;)dx + we(x) Xﬂ,5—1(]_%_%\/§7_g+%\/§[)($) dz,
i=1
onde ay, - -, a5 sdo as solugdes da equagao m5(x) = %, N1, .-+, N5 s&o nimeros
reais nao negativos (“ massas”) e (cf. Observagao 4.8)
423 — 62% — 112 + 14
We () == | | wr(m5(x)) .

Af|

Note-se que w,(x) pode escrever-se explicitamente na forma

w (CL‘) __ —3v2sgn{4z’—622 11414}/ —18—2z(xv—1) (422 —223 —2122 —a2+18) (4% — 623 — 1922 +202+19)
g - 27 |x| (223 —422 —4z+5)(4zd 4223 - 1502 — 10z —1) .
& i _3 (2 pz T 3 _ 942 _ 5 _

Além disso, como 75(x) — 5 = (3: + 5 4) (3: 2% — 2z + 2) , deduz-se que

os a;’s sdo dados (por ordem crescente) por
ap = ==Y ~ 15963,
az =2 (1- VT0cos§) ~ ~1.2398, a3 = 2 (1+ VI0cos =5 ) ~ 0.8405 ,

a1 = =5/ % 10063, a5 = 2 (1+ VI0cos 5 ) ~ 2.3093,
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onde ( := arccos o \/— As correspondentes massas V;’s sao dadas por

(a; —2)? -
T 3 7 : , 1= 17 e
57a’ — 10847 + 160a2 — 130a; + 130

5, (4.70)

donde
Ny~ 0.0095 , Ny ~ 0.0130, N3 ~0.0162, N, ~ 0.0107, N ~ 0.0011 .
Antes de demonstrar (4.70), recorde-se que
supp(do) = FU{a1,a2,as,a4,as} ,
onde E := 73" ([-2 — $v2,-2 + $v/2]) ¢ uma unido de 5 intervalos disjuntos:
E ~[-1.8199,—1.5967]U[—1.2392,—0.6834]U[0.0264,0.8387]U[1.0980,1.8118]U[2.1651,2.3992] .

Para provar (4.70), considere-se a sucessao ortonormal (py,), correspondente &
SPOM (P,),. De acordo com (1.9), é p,,(z) = (uo [T}, v)"Y? P, () para todo
on=0,1,2,---. Recorde-se ainda (da teoria geral dos PO’s) que

1
N, = i=1,---,5).
Zn Opn(ai) ( )

Uma vez que ug = 1 e tendo em conta (4.68), obtém-se

“+00 +oco 5
Sopia)=14>> pi, (@) =1+ Z ()" Vulz) (4.71)
n=0 n=0 j=1

Vn(fb) = P52n+1(‘r) + P52n+2(x) + P52n+3 (‘T) + %Pgn+4($) + %Pgn+5 (‘T) .
Mas, pelo Teorema 4.1, para cada j € {1,---,5} tem-se

Au(8,3 = 1@)Qurr (ms(@)) + (TF1 ™) AuG +2.5:2)Qu (s @)

Fonslo) = 13(2)

paratodoon =0,1,2,---. Além disso, tomando x = a; (i =1,---,5) conclui-se

que Qn (m5(a;)) = Qn (%) para todo on =0,1,2,---. Por (4.69) obtém-se

Qn(3) = (22)" {0 () - 32 Un1 () — $ Va2 (35)

para todo o n =0,1,2---. Agora, recorde-se que

U, () = s1nh§(n+ 1)argcosh ) e z>1.
sinh(argcosh x)
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. v P
Assim, para x = V3 obtém-se

U, ( N ) = sinh ((n +1) 2) = emHl)e — et coshz = 7
" \12v2 sinh(z) e —e~? ’ 12v2
A solugao positiva da ultima equagéo é z = In (3\/5/ 4), o que permite deduzir

(recorrendo ao MAPLE) que

9a} — 36a3 + 53a? — 42a; +42 |
Vn(al): 4(@1_2)2 , t=1,--4,5.

Note-se que esta expressao é independente de n. Finalmente, fazendo x = q;

em (4.71), obtém-se (4.70).



Capitulo 5

Operadores de Jacobi e

transformacoes polinomiais

Neste capitulo, aplicam-se os resultados estabelecidos no capitulo anterior para
analisar propriedades espectrais de certos operadores de Jacobi que podem ser
descritos usando transformagoes polinomiais do tipo estudado. Estaremos par-
ticularmente interessados na descricao dos espectros essenciais de tais oper-
adores. Recorde-se que sendo H um espago de Hilbert e T um operador linear

limitado auto-adjunto em H, entao o espectro de T admite a decomposicao
o(T) = 0.(T) Uoy(T) ,

onde o.(T) designa o espectro continuo e o,(T) o espectro pontual de T. Um
ponto limite do espectro de T é todo o ponto de ¢.(T), ou todo o ponto de
acumulacao de 0, (T), ou um valor préoprio de T com multiplicidade infinita. O
conjunto dos pontos limite do espectro de T é chamado o espectro essencial de

T e designa-se por oess(T). Assim, o(T) também admite a decomposigao
0(T) = 0ess(T) U crg(T)

(uma unido disjunta), onde cr;: (T) := 0(T) \ 0ess(T) € um conjunto de nimeros
reais, que contém apenas pontos isolados do espectro que sao os valores proprios
de multiplicidade finita. Por vezes, a O'ZJ:(T) também se chama espectro discreto.
E bem conhecido que o espectro essencial de um operador linear auto adjunto
limitado pode ser caracterizado pela familia espectral associada. Este facto pode

ser usado para provar a seguinte caracterizagao do espectro essencial.

95
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Teorema 5.1 (Critério de Weyl). Seja T um operador linear auto-adjunto
limitado no espago de Hilbert H e A um nidmero real. Entdo A\ € 0ess(T) se e
s0 se existe uma sucessio (fp)n contida no dominio de T tal que || fn]] =1 para

todo o n e as sequintes condigoes se verificarem quando n — 400 :
fn — 0 [fracamente em H|, (T — Al)f, — 0 [fortemente em H] ,

onde I designa o operador identidade em H.
O critério de Weyl permite provar as duas proposigoes seguintes.

Teorema 5.2 (Teorema Weyl). Seja H um espago de Hilbert, T um operador

linear limitado auto-adjunto e K um operador compacto em H. Entao
Tess(T + K) = 055 (T) .

Teorema 5.3. Seja T um operador linear auto-adjunto limitado num espaco

de Hilbert, entao
q(oess(T)) = Uess(Q(T))

para todo o polindmio nao nulo q.

Os resultados anteriores (bem como algumas generalizagoes para operadores
ndo auto-adjuntos) podem ser vistos, e.g., nos livros de Riesz e Nagy [83,

Sec. 133] e de Reed e Simon [81, Sec. VIL.3|, [82, Sec. XIIL.4].

5.1 Espectro de um operador de Jacobi periédico

O objectivo nesta seccao é determinar o espectro de um operador de Jacobi
periddico, dando uma prova alternativa a um resultado estabelecido por A.
Maté, P. Nevai e W. Van Assche em [66]. Tal operador actua no espago de
sucessoes (de niimeros complexos) £2(C) e pode ser representado por uma matriz

tridiagonal infinita do tipo

bo C1 0
cl bl C2 cee

Ji = , (5.1)
O C2 b2 “ee

onde (by)n>0 € (cn)n>1 s80 sucessoes periddicas de periodo k, i.e., satisfazem

bO = bk ) bnk-i—j = b] )y Cnk+j = Cj (.7 = 17 Ty k) (52)
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para todo o n = 0,1,2,---. Com a operagao usual de multiplicagdo de uma
matriz por um vector, J; define um operador linear limitado em ¢%(C). A
proposicao seguinte caracteriza o espectro de Ji no caso de este ser um operador
auto-adjunto, e é essencialmente o Teorema 13 em [66]. A prova apresentada
em [66] baseou-se num isomorfismo adequado estabelecido entre £2(C) e a classe
de Hardy H?(D). A prova que se apresenta a seguir é baseada nos resultados

obtidos no capitulo anterior.

Teorema 5.4. Considere-se o operador de Jacobi Jy, definido por (5.1)—(5.2),
combj € R ec; >0 para todo o j = 1,---,k (logo, I}, define um operador
limitado auto-adjunto em ¢*(C)). Defina-se D; j(x) =1 sei>j e, parai < j,

xr — bl Ci+1 0 e O 0
Cit1  T—bip Cit2 . 0 0
0 Civz2  T—biya - 0 0
D;j(z) =
0 0 e X — bj_l Cj
O 0 e Cj Xr — bj
Sejam

mi(w) = Dog—1(z) — gD1p—2(x) ;  Ok—1(x) := Dop—2() ,
_ k
Y= ([-2¢,2) , c:= | J U
FEntao:
(i) 7k tem k zeros reais e distintos, x1 < --+ < xk, € Op_1 tem k—1 zeros reais
e distintos, z1 < --- < zk_1, que satisfazem x; < z; < xj11 e |mE(z;)] > 2¢

para cada j =1,---,k — 1.

(ii) ¥ € uma unido de k intervalos fechados, tais que entre dois destes inter-
valos (vizinhos) existe um zero de Oy_1; quaisquer dois intervalos vizinhos
tém em comum, no mdzximo, um unico ponto, que deverd ser um zero

comum dos polinémios 0;_1 e 7T;€.

(iii) O espectro de Jy, €
cJg)=XUZ,

onde Z é um subconjunto de {z1,---,zx—1}, tendo-se
Zj € Z se e soOse Doﬁkfl(zj)/D:kaQ(zj) > —Ci

para cada j = 1,2,--- k. — 1. Além disso Z € o conjunto dos valores

proprios de Jy, isto €, Z € o espectro pontual de Jy,.



98 Operadores de Jacobi e transformacgoes polinomiais

Demonstragao. Observe-se que o determinante D; ;(z) resulta do determinante
A; ;(z), definido em (4.47), substituindo cada cs por ¢Z na definigao de A, ;(z).
Assim, o Teorema 5.4 é uma consequéncia do Teorema 4.14 e da sua demons-
tragao, uma vez que, sob as hipoteses em consideragao, o espectro do operador
Ji. coincide com o suporte da medida de ortogonalidade para a SPO (py)n.
Note-se que a condigao Dy x—1(2;)/D1 k—2(zj) > —ci & equivalente & condigdo

M; > 0, onde M; é definido como no Teorema 4.14. O

Na verdade, o teorema precedente fornece informagao para além da que
esta contida em [66, Teorema 13]. De facto, em [66, Teorema 13| os autores
descrevem o espectro o(Jy) estabelecendo que o(Jy) coincide com o conjunto
7" (] = 2¢,2¢[) a menos de um ntmero finito de pontos, que nao identificam.
Note-se que (como decorre do Teorema 5.4) este conjunto adicional de pontos é
precisamente o conjunto Z descrito em (iii), juntamente com os nimeros reais A
tais que 7, (A) = £2¢. Por outro lado, em [66, pg. 520] os autores colocaram a
possibilidade de existirem nimeros reais A que satisfagam |7 (A)| = 2¢ e que nao
pertengam ao conjunto o(Jy), e foi por esta razao que consideraram o conjunto
7t (] = 2¢,2¢]) em vez de & := m, ' ([~2c, 2¢] ) para a descricdo do espectro de
Ji (a menos de um conjunto finito de pontos). Além disso, considerando aquela
possibilidade, fizeram a seguinte afirmacao (aqui reproduzida e traduzida com
o devido acerto de notagao): “N&o encontramos um exemplo que mostre que
existem reais A\ satisfazendo |mi(A)| < 2¢ mas néo |m(A)|] < 2¢ e que ndo
pertencam ao espectro”. O Teorema 5.4 permite concluir que um tal exemplo
nao existe! (A principal razao ¢ a afirmagao (i) no teorema, a qual implica que
o conjunto ¥ nao tem pontos isolados.)

Em [66, pg. 520] foi apresentado um exemplo onde mostra que, de facto, o
espectro de J; pode ter pontos fora do conjunto X. (De acordo com o Teorema
5.4 estes pontos devem, necessariamente, pertencer ao conjunto Z.) Nesse ex-
emplo, considera-se uma certa matriz de Jacobi, D, para a qual 0 é um valor

préprio, e indica-se um vector proprio associado, nomeadamente,

01 000
10200
1 1 1 .
D=|02 010 1,0,—=,0,~,0,——, 0,
) <)O7 27054507 8705 >7
001 0 2
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onde o asterisco indica que se trata da matriz transposta. (Em [66] existe
uma gralha na definicdo da matrix D, bem como na expressao indicada para o
vector proprio, que devem ser definidos como atras.) De facto, mais geralmente,

quando k = 2, a matriz Jj é a matriz de Jacobi 2—periédica

bp e 0 0 O
cit by e 0 O
Jy = 0 ¢ bg ¢1 O
0 0 ¢ by c

(bo,b1 € R ; ¢1,¢2 > 0). Neste caso, tem-se 61(z) = x — by e, portanto, pelo
Teorema 5.4, conclui-se que s6 by poderé ser valor proprio de Jo e, além disso,
bp € um valor proprio de Js se e s6 se ¢; < o (cf. [92, 57, 6]).

Do mesmo modo, quando k = 3, deduz-se que os possiveis valores préprios

do operador de Jacobi 3—peridédico

bp 2 0 0 O
cit by e 0 O
J3 = 0 ¢ by c3 O
0 0 ¢33 by 1

(bo,bl,bz eR; cy,c9,c3 > O) sao

At ::% <b0+b1:|: (bo—b1)2+46%> ,

sendo A4 valor proprio de J3 se e s6 se a seguinte condicao se verifica:

C% > bl —bo:l: (bo—b1)2+46%
C% bo - b1 + (bo - b1)2 + 46%

(veja-se também [6]). Em particular, se by = by, conclui-se que by & ¢1 sao os
possiveis valores proprios de Js3, e by + ¢1 € um valor proprio de Jsz se e s6 se

bo — ¢1 € um valor proprio de J3 se e s6 se ca < c3.

Observagao 5.5. A. Almendral Vizquez [3] deu uma descrigao do espectro e
do espectro essencial de um operador de Jacobi periodico cujas entradas sao

numeros complezos.
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5.2 Espectro essencial obtido via uma transfor-
macao polinomial

Considere-se um operador de Jacobi, J, que actua no espago de Hilbert complexo
(? = (?(C), representado na base candnica de ¢?> por uma matriz tridiagonal

infinita simétrica (também designada por J)

b 0 o0 0 0 0
Y S o S| 0O 0 0
o &2 P 0 0 0 0
J=| 0 0 o0 b2 D 0 |, (53)
0 0 0 A YA S
0 0 0 0 A0 B0 Y
0 0 0 0 0 AV M

onde bgf) e cg) (0<i<k—-1;n=0,1,2...) s@o ntumeros complexos tais que

B;:=sup bV <00, C;j:=sup || <oo, 0<i<k-—1. (5.4)
n€Ng n€Ng

Nestas condigdes, J é um operador linear simétrico e limitado em ¢2(C), com
[JI < sup {Bi+2Ci}.
0<i<k—1

Designe (pr)n a sucessdo ortonormada definida por J, que é caracterizada por

(v — bgij))pnkJrj (x) = ngj—’_l)pnkJerrl(x) + Cg)pnkﬂq(i?) ;

i=01,---k—1; n=0,1,2,---,
(5.5)
com a convencao cslk) = cglOJ)rl para todo o n = 0,1,2,--- e com as condigoes
iniciais p_1(z) =0 e po(z) = 1. A SPOM correspondente & sucessao (p,)n € a

sucessao (P,), caracterizada por (4.2) com b definido como em (5.5) e

a? =[P (j=01,--k—1; n=0,1,2,---). (5.6)

n
Com estes ntimeros bgf ) e al) podem-se construir os determinantes A, (7, j; )
definidos por (4.4)—(4.5). Assim, sob as hipdteses do Teorema 4.1 & possivel
estudar as propriedades espectrais de J usando a teoria desenvolvida no capi-
tulo anterior envolvendo transformacoes polinomiais. E este o objectivo deste

capitulo. Comegamos por estabelecer um lema preliminar.
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Lema 5.6. Sejam k € N e (1,)n>0 € (Sn)n>1 duas sucessées de nimeros reais
limitadas, com s, > 0 para todo o n > 1. Designem Jq e Jo 1, 0s operadores
definidos em €*(C) por

role /51l
Vsl mle /sl
Jor = LYY PRVETY I :
83l r3ly /sy

onde I, € a matriz identidade de ordem k. Entao Jg e Jor sdo operadores
lineares auto-adjuntos limitados cujos espectros, espectros pontuais, espectros

essenciais e espectros discretos coincidem, respectivamente:

(i) o(Jok) = U(JQ) (iif) UeSS(JO,k) = Oess(J)

(i) op(Jok) = 0p(JQ) (iv) of(Jor) =) (Iq) -

Demonstragio. Provaremos as igualdades (ii) e (iii). A igualdade (i) decorre
da prova de (iii), atendendo & Proposigdo VIL.12 em [81, p.237]; e (iv) é uma
consequéncia das igualdades precedentes. Prove-se em primeiro lugar a inclusao
op,(Jox) C 0,(Jq). Seja A € 0,(Jox). Entdo existe T = (£;);50 € £2(C)\{0}
tal que (Jor — AI)Z =0, i.e.,

VSn g(nfl)kJrj + (T“n - )\)fnkﬂ‘ + /Sn+1 g(nJrl)kJrj =0,
n=0,1,2,---; 757=0,1,---,k—1.

(5.7)

Sejam jo € {0,1,---,k — 1} e ng € Ny tais que Enokﬂ-o # 0 e defina-se
g’n«::gﬂk+joa n2071527""

Como &, # 0 entdo z := (&,)n € £*(C)\{0}, logo de (5.7) para j = jo, obtém-se

\/S’ﬂgn—l—’—(r’ﬂ_A)g’ﬂ—’—\/Sn-‘rlgn-i—l:07 ’I’L:O,l,2,"',
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ie., (Jg —AI)x = 0. Conclui-se que X € 0,(Jg) e, portanto, o,(Jo k) C 0,(Jg).
Reciprocamente, seja A € 0,(Jg). Entdo existe z = (£,), € (2(C)\{0} tal que
(JQ - )\I)x = O, i.e.,

\/gfnfl + (Tn _)\)fn +\/5n+1 €n+1 :O, n2071527"' . (58)
Defina-se 7 := (&, )n por

~ 0 se je{l---,k—1}
Enrss 1= : (n=0,1,2,--").
&n se j=0

Entdo z € £2(C)\{0} e, de (5.8), obtém-se

VSn g(nfl)kJrj + (rn - )\)gnk—i-j + VSn+1 §(n+1)k+j =0 5
’I’L:O,l,2,"'; j:O,l,"',k—l,

ie., (Jor—AI)T = 0, ou seja, A € 0p(Jo,x). Logo 0,(Jg) € 0p(Jo,k) €, portanto,
verifica-se a igualdade (ii).

Prove-se (iii). Para mostrar que 0ess(Jo,k) C Oess(J@), tome-se A € gess(Jo.1)-
Pelo critério de Weyl, existe f, = (J?j(n))jzo € (2(C) tal que || f,|| = 1 para todo

on=0,1,2,--- ¢
Fa=0, [@Gox = ADful =0 (n— +00).

Como 1 = ||f,]2 = Zf;ol (Z;io |]7J(k"JZZ|2), existe ip € {0,1,---,k — 1} tal que
diso |fj(knli0|2 > 1 para todo o n = 0,1,2,---. Defina-se fo= (J/“;("))j € (?(C)
por fj(") = JTJ(k"JzZO Note-se que || f,||? = > o |fj(n)|2 > 1 para todo o n. Seja

~

fn
[

E evidente que f,, € £2(C) e ||f.| = 1 para todo o n. Para provar que f,, — 0

fn =

(n=0,1,2,---).

em ¢?(C) basta mostrar que
(fnsh) =0 (comn — +00) (5.9)

para todo o h € ¢£%(C), onde (-, -) denota o produto interno usual em ¢2(C). De
facto, tome-se arbitrariamente h = (hy,),, € £?(C). Defina-se g = (g5 )n por
h,j se 1= io

Gjk+i = (j=0,1,2,--).
’ 0 se ie{0,1,-- k—1}\{io}
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Entao g € £2(C) e

1 =~
<fmh> = T= fj(n)io jk+io — f () v T T <fm > ,
(7l g oot =y nH Z ! ann

donde resulta
|<fn7h>|§\/E|<f;ug>|7 n:071727"'

Isto prova (5.9), uma vez que fn — 0, facto que implica (fvn,g> — 0. Para

provar que A € gess(J @), resta mostrar que [[(Jg — AI) f,|| — 0. De facto,

17l @ = A0 full2= 3" 157 £ + (= N + e £l

=0

I S R

= Z |\/8—jf(j—1)k+i0 + (rj — ) gk+1o + V841 f]+1);g+10|
=0

< [(Tos — ADfull?
donde [|(Jg—=AD)full < VE [|[(Jox—AD) full — 0, logo A € gess(J). Conclui-se,
assim, que Oess(Jo.k) C Tess(JQ)-
Resta mostrar que oess(Jg) C 0ess(Jo.k)- Seja A € 0ess(Jg). Entéo, existe
fo= (f ) € £2(C) tal que ||f,|| = 1 para todo o n e
fo=0, (Jg=ADfull =0 (n— +00).
Defina-se f, = (f ) € ¢*(C) por

(n) :
n fj se 1=0 o
f( z:_ (]_071527)
e 0 se ie{l,---,k—1}
Tem-se || full> = Y000 £ = S0 S0 £ L2 = S50 1A = 1 £al%,
logo [|fnll = IIfn]l = 1 para todo o n. Sejam f = (f;); € £*(C) e f = (f;);, com

fJ = fjr para todo o j =0,1,2,---. Entao, tem-se f el2(C)e
9] k—1 oo
)= F 1 =35 1 Fivwi = fo“fjk = {fu, f) =0,
7=0 =0 j=0 j=0

10g0 fn — 0 em ¢2(C). Finalmente, prove-se que ||(Jo., — ML) f,|| — 0. De facto,

k—1
[(Jok = AT fn1?

ZZ |\/—f] 1k+i ( ) JkJrZ T VSit+1 f(J-i-l)’H'll2
1=0 5=0

a7+ (= N + e £
§=0
= |@o - Dl —0.

Conclui-se que A € gess(Jo,1) €, portanto, oess(J@) C Tess(Jo,k)- O
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Regressando ao operador de Jacobi J dado por (5.3), observe-se que se pode

escrever
Ay B
Bl A, By
me(J) = Jo .k + By Ay Bj , (5.10)

BY As B,

onde a ultima matriz é tridiagonal infinita por blocos, com (A,), € (Bn)n
sucessoes de matrizes de ordem k, sendo cada B, uma matriz triangular in-
ferior. (As expressoes explicitas para as entradas das matrizes A, e B, podem

obter-se calculando a diferenca 71 (J) — Jo x.)

Teorema 5.7. Seja J o operador de Jacobi representado por (5.3) e suponha-se

que as entradas de J satisfazem as condigoes (5.4) e
bW eR, >0 (0<j<k—-1;n=0,1,2...).

(Nestas condigoes, J € um operador limitado e auto-adjunto em ¢*(C)). Seja

(Pn)n a SPOM caracterizada por (4.2), sendo as sucessées (a%j))n e (bﬁf))n que

figuram em (4.2) construidas a custa das sucessées (b%))n e (cg))n que aparecem

na definicao de J, com (aﬁf’)n definida por (5.6). Considerando a SPOM (Py,)n
assim definida, suponha-se que se verificam as condigées (1)—(iv) que figuram no

Teorema 4.1, com r = 0, e suponha-se ainda que
A,—0, B,—0 (n— +o00), (5.11)
onde A, e By, sdo as matrizes de ordem k definidas por (5.10). Entdo
Tk(Oess(J)) = Tess(JQ) (5.12)

onde Jg € o operador de Jacobi definido como no Lema 5.6 e cujas entradas,

Tn € Spn, sao definidas por (4.11). Consequentemente, tem-se
Oess(J) C 71 (0ess(JQ)) (5.13)

Demonstragio. Atendendo a hipotese (5.11), deduz-se do Teorema 5.3, do Lema

5.6 ¢ do Teorema 5.2 (de Weyl) que as igualdades
7T-}’c(o'ess('])) = Uess(ﬂ—k (J)) = Uess(JO,k) = Uess(JQ)

se verificam. O
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Observacgao 5.8. Fica em aberto a questio de saber se em (5.13) a relagdo de

inclusao pode ser substituida por uma igualdade.

Nas secgoes seguintes analisam-se algumas situagoes especiais, envolvendo

transformagoes quadraticas e ctubicas. E conveniente introduzir as matrizes

Ay i=roly+ A, € Byi= 5,1y +B,. (5.14)

Assim, (5.10) pode reescrever-se na forma

Ay B
Bl A, B,
m(J) = B, Ay Bs . (5.15)

Bi As By

O resultado seguinte, estabelecido por T. S. Chihara [18] (e provado de forma

alternativa por Y. Last e B. Simon [43, Teorema 7.2]) sera também usado.

Teorema 5.9. [18, 43| Sob as condi¢oes do Lema 5.6, se s, — 0 e R € o

conjunto de pontos limite de (ry,)n, entdo
Oess (JQ) = R .

Observagao 5.10. Recorde-se que um niumero real x € um ponto limite de
uma sucessao de numeros reais (Tn)n se existir uma subsucessao de (xy,)n que

converge para x.

5.3 [Espectro essencial obtido via uma transfor-
macao quadratica
Seja J um operador de Jacobi em ¢?(C) definido por

bo C1 0 0

C1 bl C2 0

0 Co bo C3 0 te
J = , (5.16)
0 C3 b1 Cqg

0 0 C4 bo

o O
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onde

bo,b1 €R, ¢, >0 (n=1,2,3,--+), supc, < o0. (5.17)
neN

Sob tais condigoes, J é um operador limitado e auto-adjunto em ¢?(C). Este
operador pode ser estudado usando uma transformacao polinomial, com k = 2

e m = 1. De facto, comparando com (5.3) e (5.6), tem-se

bgzO) = bO 5 b’Ell) = bl 5 a’ELO) = an ’ agzl) = anJrl

para todo o n = 0,1,2,---. Constata-se de imediato que a condigdes (i)—(iv) do

Teorema 4.1 sao verificadas (com k =2 e m = 1, e tomando r = 0), tendo-se

2 2 2 2 2 .2
Tn 1= Copio T Copqq —C3 —C1 5 Sp 1= C3pCon4 (5.18)

O1(x) :=x — by, ma(x):=a%— (bo+b1)x+boby —c3 —c3.

Convencionando que ¢y := 0 e calculando 2 (J), ap6s alguns calculos, determinam-

se as matrizes A, e B, em (5.15), obtendo-se

2 2, 2 2
~ Cop — €3 T Copqy — €1 0
An: " e ,TL:O,172,"',
2 2, 2 2
0 Copya — €3 T Copyy — €]
e
~ C2n—1C2n 0
B, = =12
0 C2nCon+1

Consequentemente, de acordo com (5.14), deduz-se

A, — [ Bn—Gui2 O By =y | 2t T2 0 (5.19)
0 0/’ 0 0

para todo o n. Assim, do Teorema 5.7, obtém-se imediatamente o seguinte

Teorema 5.11. Seja J o operador de Jacobi definido por (5.16)—(5.17). Designe
72 0 polindmio definido em (5.18) e Y o conjunto dos pontos limite de (c2n—1)n-

Se conp, — 0 para n — 400, entdo
72 (Oess(J)) = {x:yz—(c%—l—cgﬂye}/} .

Exemplo. seja {a1,az,as, -} o conjunto dos nimeros racionais do inter-

valo 0, 1] e considere-se que em (5.16) as entradas de J sao definidas por
b():bl:O, Canl/n, Coan—1 = Qp, (n:1,2,)
Entdo, ¢ m(x) =22 —-1-a?, Y =[0,1] e S =[-1— a2, —a?], logo

Uess(J) c 772_1(5) = [—1, 1] .
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5.4 Espectro essencial obtido via uma transfor-
macao cubica

Seja J um operador de Jacobi em ¢2(C) definido por

bo C1 0
C1 bl Co
O (6] bQ C3 O e
J = , (5.20)
0 0 C3 b3 Cq -
0 0 0 Cq b4
onde
bp €R, ¢, >0, sup{c,+|bn|} <o0. (5.21)
neN
Suponha-se que as condigoes
(i) ban+2=0b2 (iii) C§n+1 — banbant1 = C% —boby (5.22)
(11) bsn + b3nt1 =bo + b1 (IV) C%n + c%n—l = C% + C%
se verificam para todo o n = 1,2,---. Nestas condi¢oes, vamos mostrar que J

esta relacionado com uma transformacao cubica. De facto, tem-se
b =bsnry . ) =, (1=0,1,2)

para todo o n. As hipotese (5.22) garantem que as condigoes (i)—(iv) do Teorema

4.1 sao verificadas (com k = 3 e m = 2, e tomando r = 0), tendo-se

Tn = C§b4 + C%bo - c§n+3b3n+4 - C§n+2b3n )
Sn 1= 3 Chn 41 ya s
02(z) == x* — (bo + b1)x + bobr — ¢F , (5.23)
m3(x) = 23 — (bo + b1 + b2)x? + (bob1 + boba + b1ba — 2 — 3 — 3w
+ c3bo + c3by + c3by — bob1ba .

Assim, calculando 73(J), apos alguns célculos é possivel determinar as matrizes

A, e B, que figuram em (5.15), logo, de (5.14), obtém-se

3 (b3n — bant1) + 3y 3(b3nsa — bsn)  Cany1(c3, — 3piz) O
Ap = c3nt1(63, — GBts) Bn3(D3nta — b3ng1) 0
0 0 0
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para todo o n=10,1,2,--- (com a conven¢ao ¢y = 0) e
€3n—2C3n—1 — C3n+1C3n+2 0 0
By, = c3n c3n—1 (bsn — b3n—3) C3n+1 (€3n—1 — C3nt2) O
0 0 0
para todo o n =1,2,---. Deste modo, do Teorema 5.7, deduz-se:

Teorema 5.12. Seja J o operador de Jacobi definido por (5.20)—(5.22). Sejam
73 0 polindmio dado por (5.23) e Y o conjunto dos pontos limite de (bsy,)n. Se
c3n — 0 para n — +o00, entao

73 (0ess(J)) =S :={x =c3bg +cabs — (3 +B)y|lyeY }.

Exemplo 1. Escolhendo
by=0, cmp=1, cn=1/Vnt1l, czp1=+n/(n+1),
obtém-se m3(z) = x(2? — 2) e S = {0}, logo deduz-se
0esd) € 73 ({0}) = {=V2.0,V2} .
Exemplo 2. Sejam b € R e ¢ > 0. Escolhendo
bap, = csin®(n+1), bapyr =ccos>(n+1), binio=b,
Cany1 =5 sin(2n+2)| , ez =1/Vn+1, cu1=+n/(n+1),
obtém-se
Os(z) = z(x —¢)
m3(z) = 2% — (b+¢)2? + (be — 1)z + £ (sin® 1 + cos? 2)

eY =[0,¢] (porque o conjunto {sinn |n € N} é denso no intervalo [—1, 1]), logo

S = [% (sin2 1+ cos? 2) —¢ 3 (sin2 1 + cos? 2) } .

Assim, deduz-se

Oess(J) S5 ' (S) =1 UL ULy,

onde
b)

L = [@,min{o, @}}

)

Iy = [max {07 ctb—y/(eb)?+4 \/<2b>2+4} _min {C, b+V/b7 44 ¢2b2+4}]

L b+vB2Fd, bt/ (c—b)2+4
I3 := {max{c, 5} 5 .
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Conclui-se, assim, que 0 conjunto oess(J) esta contido
(i) numa unido de trés intervalos disjuntos se bc # 1 e ¢(b — ¢) # 1;

(ii) numa unido de dois intervalos disjuntos se bc # 1 e ¢(c — b) = 1, ou se
bc=1¢ec(c—b)#1;

(iii) no intervalo [— 5

B2 | sebe=cle—b) =1 (ie, b=1/vZec=2).

As figuras 5.1—5.4 ilustram o conjunto I; U Iy U I3 (a vermelho) para algumas
escolhas dos parametros b e c.

Figura 5.2: b:—% , c:%
02
T3
3
— n 77777 —
\ ‘
|
1
_ AV . I
,,,,, AN VAN

Figura 53: b=1,c=1

Figura 5.4: b= @ ,e=12
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Apéndice A

Modificacoes racionais de

medidas

Sejam u e v duas funcionais regulares e suponha-se que cada uma destas fun-
cionais é uma modificacao racional da outra, i.e., existem polinémios A e ¢ tais

que, no sentido distribucional,
Alz)u = ¢(x)v . (A1)

Designem M e N os graus de A e ¢ (resp.) e ponha-se

M N
A@ =[[@=2). o@) =]]@-u).

Nestas condicoes, constata-se facilmente que u se pode exprimir em fungao de

v pela formula

M M—i M
u=> wup; [[(@—anj11) 6z —z) + [[(z = 2r—irn) 'o(@)v, (A2)
i=1 j=1 i=1
onde
M—i
Up,; = H(SC—,TM_.H_l)U. 5 i:1,2,...,M.
j=1 0

Admita-se ainda que as funcionais regulares u e v sao definidas positivas, de
modo que existem duas medidas de Borel positivas, du; e duse, com momentos
finitos de todas as ordens e suportes infinitos, que representam u e v no sentido
usual (estabelecido pelo teorema de representacdo) e que todos os zeros do

polinémio A s@o reais e distintos, digamos, 1 < x3 < -+ < Tp, € que estao

111
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todos fora do involucro convexo do suporte de du;. Nestas condigoes, vamos

provar que as medidas du1 e dus estao relacionadas por

(z)

dpy (z) = ‘W dusa(z) + Z M6, (A.3)
onde
1 i j—1 N-1 v,
M; = AN () Z H(iﬁ — Ty )uo,j — Z I (0) = ¢(ai) F' (s, duz)
j=1k=1 _]:0
para todo o ¢ =1,2,---, M. Para provar (A.3), comegamos por mostrar que

<Hiﬂi1($ —xn—it1) o)V, f>

. - (A4)
B <V, o [Hz (=) ; (@ — ) HJ 1 (i _Ij)]>

e
(T4 @ = warg40) s f)
< B R f(z,) > (49
Tt (@ —ak) S (= 2) Tty (75 — )
para todooi=1,2,---, M. A prova destas igualdades faz-se por indugao sobre

M. Prove-se primeiro (A.4). E evidente que (A.4) se verifica para M = 1, pois

<(:17 — xl)’1¢(x)v,f> = <¢(x)v W> = <V,¢(517) [ﬁ?l - ﬁ(fiﬂ >

Suponha-se agora que (A.4) se verifica para o inteiro M e prove-se que, entéo,

também se verifica para o sucessor, M + 1. De facto, tem-se sucessivamente

<H?§fl($ —xp—it2) PV, f>

(r —wprq1)” Hij\il(‘r —zp—it1) o(2)v, f>
flz) — f(xM+1)>

T —TM+1

v, oz

(¢
<HZM1 T —TM— z+1) 1¢(x)va

l f(x) f(@arsn)

I @ —2)  TI (= )

M
B (@) B JACIVERY)
g <<x — o) [ @i — ) (o —2) [T — ) )] >
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= <v, ¢(x) [HMJF{(I) - UCSTERY

izt (T — i) (CU — znn) [ (warn — 25)

~ fla:)
Z — ) T (i — >]>

A4l /()
B <V’ o ln<— 3 (2 = 2) T i (i — xﬂD ’

onde a terceira igualdade é justificada pela hipotese de indugao e a quarta igual-

dade é justificada pelo facto de ser (efectuando uma decomposi¢ao do primeiro

membro em fungdes racionais)

M+1

flem) T f@nm1)

M1 M1 .
[LZ (@ — =) = (@ — ) Hj:l,j;éi(xi — ;)

A prova de (A.5) faz-se seguindo um raciocinio analogo ao anterior. De seguida,

recorde-se que, por defini¢do do operador 6,,, é 0,, (¢p(x)) = %ﬁfz), logo

€] )
pode-se escrever 0, (¢(x)) = Zjv 01 w 7’ e, consequentemente,

N— 1 (j) (O)

$(z) = Z

e (A.2), (A4), (A.5) e (A.6) deduz-se

() M M o
d/},l( ) = '— d,ug + Z mléwl + Z L (51 s
(I) i=1 Jj=i+1 Hk i,k#j ( ‘Tk) ’
onde
UQ 4 1 = v,
m; = 2 (02,0)" (0) + (i) F (i, dpss) ¢

[iiy (=) N@) | il

o que prova (A.3).
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Apéndice B

Complemento a seccao 2.4

Neste Apéndice apresentam-se justificacoes detalhadas para duas afirmagoes

feitas na secgao 2.4. As notagoes aqui consideradas sao as da secgao 2.4.

B.1 Determinacao de ¢, Py, ¥, e U3

Nesta sec¢ao determinam-se os polinémios @1, P, U5 e U3 indicados em (2.31).
Uma vez que sdo conhecidos os primeiros cinco polinémios da familia (Qy,)n,

pode-se concluir, de (2.30), que

R =1, Pl =z}, P)=r-te-%,

Py(z) =a® — 327 — Zo 4+ % .

Além disso, como (Py,)n € (@Qn)n satisfazem as RRTT’s

PnJrl(I) - (.CC - Bn)Pn - 'annfl ) QnJrl(I) = (I - Bn)Qn - 571@7171

(n =0,1,2,-- ')a deduz-se = %a V2 = %a :\711 = %a :\712 = 14_5 € :\713 = 39_5 Sejam
u e v as funcionais regulares a respeito das quais (P,)n € (Qn)n sao SPOM’s

(resp.), normalizadas de modo que uy = vg = 1. Uma vez que (u, Py) = wuo,

_ _ 1 _ _ 2 1 _ _
0= (uP)=u —sup, 0 = (u,P2) = us— 2u; — =up e 0 = (u,Ps) =
2 3 15
us — Sug — U1+ 350, deduz-se uy = 3, uz = 2 e ug = 5. Analogamente tem-

se <V7 Q0> = Yo, 0= <V7Q1> = V1, 0= <V7Q2> :1)2_%’005 0= <V7 Q3> = Ug—%’Ul
e0=(v,Q4) =vq4 — %vg—i—%vo, donde v1 = 0, vy = %, v3 =0e vy = % Por

outro lado, nas condigoes deste exemplo, (2.9) reduz-se a

1 dy €

1 s d, Co
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donde

1 1
51 n Co , d1 = Co — € . (B].)

€
S1—T1 S1—T1 S1—T1 S1—T

do =

Considere-se o sistema constituido pelas duas equagdes que se obtém de (2.7) e
de (2.8) paran = 1. Multiplicando a primeira destas equagoes por sz e a segunda

por ro, e subtraindo as equagoes resultantes, membro a membro, obtém-se
s9€1 — €1 = (82 —7r2)dy ,

donde, atendendo a segunda igualdade em (B.1),

S2 — T2 S2 — T2
e + spe] = Co + r2C1 . (B2)
S1—" s§1—T1

Como, neste exemplo, é k=1 e m =0, (2.13) e (2.14) reduzem-se a
Dc,=—-(n+1)bpt1, e,=a, (n=0,1,2,--1), (B.3)

logo, tomando a derivada (distribucional) em ambos os membros de (B.2) e

atendendo as relagoes (2.4), obtém-se
D (<I>1u) = \IJQV 5

onde (atenda-se a que se assume que uy = vg = 1)

L S2—T _ S2 _S2—T2 52
(1)1(11) = p— PQ(,T) + <u7 P12>P1 (ac) p— PQ(,T) + " P, (ac)

_ 8.8

337

L T2z _ _ 22
\IIQ(J:) T (51 —T1)<V, Q%>Ql(x) <V, Q%>Q2(x)

T9 — S2 27"2
= T = ) — == xT
(51 —7r1)M (@) 7172Q2( )
= —622—4dx+2.

De seguida, considere-se o sistema constituido pelas duas equagoes que se obtém
de (2.7) e de (2.8) para n = 2. Multiplicando a primeira destas equagdes por s3
e a segunda por 3, e subtraindo as equagoes resultantes, obtém-se

S3 — T
539 —13Cy = (53 —13)d2 = 3r2 2 (er —dy) (B.4)

sendo a tltima igualdade justificada por (2.7) para n = 1. Assim, substituindo
a expressao de d; dada por (B.1) em (B.4), deduz-se

3 — 83 3 — 83 3 — 83
ey + e + szez =

——— Co +13C2
7”2(51 - Tl) T2 7”2(51 - Tl) ’
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donde, derivando e tendo em conta (B.3),

D(‘I)gu):\I/3V,
o By(r) = — 2 Py(a) + 2 Py () + 2 Py(a)
r)= —— x x x
? 7“2(81—7°1) 0 271 ' Y172 ?
25, 25 25
N 16 8 16
S§3 — T3 3T3
Us(x) = —_—= ) — === X
3( ) 7‘2(81—71)71 Ql( ) V17273 QB( )
675 5 675
= ——I + —x,
16 16

o que conclui a prova de (2.31).

B.2 Determinacao das classes de ue v

Nesta seccao aplica-se o algoritmo de redugao da classe de uma funcional semi-
classica descrito na seccao 1.5 e mostra-se que as funcionais u e v que aparecem
no exemplo da seccao 2.4 satisfazem as equacgoes diferenciais distribucionais
(2.33). Partimos das equagoes (2.32), as quais estabelecem que u e v sdo fun-
cionais semiclassicas de classes quando muito 2 e 4 (resp.). HA& que mostrar
que é possivel “reduzir” estas classes, provando que, de facto, u e v satisfazem

(2.33), i.e., sao de classe 0.

Reducao da classe de u

Considerando as notagoes adoptadas no algoritmo de redugao da classe, sejam
P(z) == (2 —1)? e ¥U(x) := 6(z* — 1)(x — 3). Entdo ¥(—1) — ®'(-1) =0
e 0_1V(z) —02,®(z) = 522 — 62+ 1 = (5 — 1)(x — 1), o que implica que
(u,0_1¥(z) — 0%, ®(x)) = bug — 6us +up = 0, logo a primeira equagao de (2.32)
reduz-se a

D (50@) u) = Uy(z)u, (B.5)
onde ®g(z) := 0_1®(x) = (z — D)2(x + 1) e Uo(a) := 0_1U(x) — 62 ,8(z) =
(52 —1)(z —1). Como Wy(1) — ®)(1) =0 e 61 Vg(z) — 020y (x) = 4z — 2, tem-se
(u, 6,V (z) — 9%50(33» = 4uy — 2up = 0, o que implica que (B.5) se reduz a

D (51(;1:) u) =0y (2)u, (B.6)

com 1 (z) 1= 01D (z) = 2% — 1 e Uy(x) 1= 0, Uy(x) — 2y (z) = 2(22 — 1), 0

que prova a primeira equagao em (2.33).
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Reducao da classe de v

Sejam ®(x) := (z+1)*(z—1)* e U(x) := 6(x+1)(x—1)*(z+3). Entdo U(—1)—
®'(-1)=0e0_1V(z)—0%,®(x) = bz — 1223+ 622 + 42— 3 = (5x+3)(z —1)3,
o que implica que (v,0_1¥(x) — 02 ,®(x)) = 5vg — 12v3 + 6vy + 4v; — 3vg = 0,

logo a segunda equagao que figura em (2.32) reduz-se a
D (2130(90) V) = Uy(z)v, (B.7)

onde ®g(z) := 0_1®(z) = (z — Dz + 1) e Uo(a) := _1U(z) — 62,8(z) =
(5z+3)(z—1)3. Como Wy(1)—®)(1) = 0 e Oy Vo(x)— 2P (z) = 42° —622+2 =
202z + 1)(z — 1)2, tem-se (v,0;Uo(x) — 020y (x)) = 4vs — 6vy + 20y = 0, logo
(B.7) reduz-se a

D (51(33) v) =0y (a)v, (B.8)

com O (z) := 01Pg(z) = (z+1)(x—1)% e Uy (z) := 6, Vg(z) — 0200 (2) = 2(2x+
1)(z—1)2. Uma vez que Uy (1)—®} (1) = 0 ¢ 60, () — 2P, (z) = 322 —22—1 =
(3z + 1)(z — 1), obtém-se (v, 8, U1 () — 0%&)1(:1:» = 3vy — 2v; —vg = 0, 0 que

implica que (B.8) se reduz a
D (52(33) v) = Uo(a)v, (B.9)

com Oy(z) := 6;®1(z) = (z 4 1)(z — 1)2 e Uy(z) := 6,0y (2) — 62P,(z) =
(3z + 1)(z — 1). Como Uy(1) — B4(1) = 0 ¢ 6, Uy(z) — 02Py(z) = 2z tem-se
(v, 01 U5(z) — 6205 (x)) = 201 = 0, logo (B.9) reduz-se a

D (53(33) v) = Us(a)v, (B.10)

com Bg(z) := 0,Dy(x) = 22 — 1 e Ug(z) = 61 Uy(x) — 020y(z) = 2z, 0 que

prova a segunda equagao em (2.33).



Apéndice C

Complemento a seccao 4.6

O objectivo neste Apéndice é determinar a medida a respeito da qual a SPOM

(Qn)n que figura no exemplo da sec¢ao 4.6 é ortogonal. Considere-se a SPOM

(Gn)n que satisfaz a RRTT

an-l-l(x) = (‘T + %) Zjn(x) - %Qn—l(‘r) ;, n=0
1

Verifica-se facilmente que

aum=<??>cffﬁ}ﬂ i), nzo

e, portanto, (¢, ), ¢ uma SPOM a respeito da medida
2v2 8z +5)°
dog(x) = —1/1 —
=22 1= (222
(cf. sec¢ao 1.4). Uma vez que (@), satisfaz
Qn-l—l(x) = (‘r + %) Qn(x) - %Qn—l(x) ; =2
Qo(x) =1, Qi(x)=z, Quzx)=2+3z—3%,
obtém-se, por (1.28),

5 35 312vs](

Assim, atendendo a (C.1), tem-se, para todo o n > 0,

Qun(z) = % (T )_% (an( )"’%’qvan(x)) - %’qvnfl(x)
= qn( ) % ( )_%an—2(x)
(27) {on (353) - 22 vos (358) - 1002 (

119

Qulz) = gan(:c) - (% (:c—i— g) + g) i@, n>1.
(

(C.1)
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sendo a ultima igualdade justificada por (C.2). Designem u e v as funcionais

regulares associadas as SPOM’s (@) € (Gn)n, respectivamente. Uma vez que

Qn(x) = Qn(x) - %Qn—l(x) - % an—2($) , nz=0,
entao existem constantes a, b e \ tais que
(x —a)(x —b)u=Av. (C4)
Daqui,
{(x — a)(z —b)u, 1) = A{v,1)
((z —a)(z = b)u, Q1 (x)) = Mv, Q1(x)) (C.5)
((z —a)(z = b)u, Q2(x)) = Av, Q2(x)) .
Agora, observe-se que:
(v,1) = vy ;
(v, Q1(2)) = (v,q1(x) — §) = —F vo ;
(v, Q2(x)) = (v, @a2(x) — g 01 (x) — {5) = —15 %0 ;
((x —a)(z — b)u, 1)
= (u,(z —a)(z — b)) = (u,2* = (a + b)Q1(x) + ab)
= (u,2? + ab) = (u, Q2(x) — %Ql(x) + % +ab) = (% +ab) ug ;
((z —a)(z —b)u, Q1(x))
=(u,(z —a)(z — b)Q1(x)) = (u,2® — (a + b)x? + abx)
<qu) (a+b+5)a% + 382) = —(a+ b+ 3)(u, Qa(x) + 2L) + Bug
[—3a+b+3) + 53] uo = [~ (a +b) — 132 wo ;

((z - Mw—quﬂ)>

= (u,z* + (2 - —(2(a+0b) —ab+27)x — 2Lab)

= (u,Qa(x) - (+a+b)3 (ab——<a+b> >x2——b 1o31)
=—(3 +a+b)(u,2%) + (ab—§(a+b)+ )(uw2) (Zab + 1209 )y,
__ 243

_muﬂu

onde, na tltima igualdade, se teve em conta que

<u;iE3> = <u,Q3( )——.I —|—%>:—%<u T >+%UO
= _g<uuQ2( ) 1_6> + %SSUO —163—45u + %UO — _1_32,“0 )

Assim, e admitindo que ug = v = 1, (C.5) da lugar a

7 _ _ 27 _ 27
%)\_%(GH)_%E:O &1 a=3 Vqoa=-3

9 243 _ _ 27 _ 3
16+ 128 = 0 b=-% b=3.
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Sem perda de generalidade, considere-se

/\:—5, a:§, b:—g.
8 2 8

(C.6)
Como u é uma funcional regular definida-positiva, entao é representada por uma
medida de Borel positiva (no sentido do teorema de representagao), digamos,
do,. Além disso, recorde-se que v ¢ representada pela medida dog. Assim,

como se verifica (C.4), atendendo aos resultados estabelecidos no Apéndice A

(cf. (A1) e (A.3)), tem-se

dog(x) = M1d(z — a) + M2d(z — b) +

onde

—bug — M\F(a,doy
M, - Uy UQa_b (a,doy) My =g —

Uy — buo — )\F(b, dUa)
a—1b '

Atendendo a (C.6) e a que ug = 1, u; = (u,z) = (u,q1) = 0 e (cf. seccao 1.4)
1
2 2
Fledog) =3 (= +3) + 22 (3 (43" 1)

conclui-se que My = 15 e My = 0. Finalmente, de (C.3), (C.6) e (C.7), obtém-se

1 3
daq(x):Eé(w—i)+wgq(x)x}_%_%\/§)_%+%\/§{(x)d:v,
onde
361/2 (8x+5>2
Wy, (x) = — 1- .
a 7 (22 — 3)(8x + 27) 122
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