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Introdução

A presente dissertação insere-se no âmbito da Teoria dos Polinómios Ortogonais

e das Funções Especiais, nos domínios da Análise e da Teoria da Aproximação,

bem como das suas aplicações, incluindo o estudo de certos operadores de Jacobi,

na descrição dos correspondentes espectros e espectros essenciais.

Antes de descrever os problemas centrais a tratar, é conveniente introduzir

algumas noções preliminares. Sejam u : C[x] → C uma funcional linear e (pn)n

uma sucessão de polinómios em C[x] tal que pn tem grau n para todo o n. Diz-se

que (pn)n é uma sucessão de polinómios ortogonais (SPO) a respeito de u se

existe uma sucessão de números complexos não nulos, (kn)n, tal que

〈u, pnpm〉 = knδn,m , n,m ∈ N0 , (1)

onde δn,m designa o símbolo de Kronecker. Se cada pn é um polinómio mónico, a

SPO (pn)n diz-se uma sucessão de polinómios ortogonais mónicos (SPOM); e se

kn = 1 para todo o n, a SPO (pn)n diz-se uma sucessão ortonormada. Constata-

se facilmente que polinómios correspondentes do mesmo grau de quaisquer duas

SPO’s (pn)n e (qn)n a respeito de uma mesma funcional linear u diferem por

um factor constante, i.e., existe uma sucessão de números complexos não nulos,

(cn)n, tal que

qn(x) = cnpn(x) , n = 0, 1, 2, · · · .

Assim, sem perda de generalidade, pode passar-se a uma normalização adequada

no estudo de uma dada SPO (e.g., a SPO dos polinómios mónicos, ou a dos

polinómios ortonormados, ou qualquer outra de maior conveniência).

Um resultado fundamental da Teoria dos Polinómios Ortogonais, usualmente

atribuído a J. Favard, estabelece que uma sucessão de polinómios, (pn)n, tal que

graupn = n para todo o n, é uma SPO a respeito de alguma funcional linear

u : C[x] → C se e só se existem sucessões de números complexos (αn)n, (βn)n

vii
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e (γn)n, com αnγn+1 6= 0 para todo o n, tais que (pn)n satisfaz a relação de

recorrência a três termos (RRTT)

xpn(x) = αnpn+1(x) + βnpn(x) + γnpn−1(x) , n = 0, 1, 2, · · · , (2)

com condições iniciais p−1(x) = 0 e p0(x) = constante 6= 0. Note-se que se

p0(x) = 1 e αn = 1 para todo o n então (pn)n é uma SPOM. Por outro lado, se

p0(x) = u
−1/2
0 e αn = γn+1 para todo o n ≥ 0, onde u0 := 〈u, 1〉 (momento de

ordem 0 de u), então (pn)n é uma sucessão ortonormada.

Por um teorema de representação (cf. e.g. [19, Cap. II ], [32, Cap. 2 ]) se

γn > 0 e βn ∈ R para todo o n então a funcional u a respeito da qual (pn)n é

ortonormada admite uma representação integral do tipo

〈u, p〉 :=

∫

R

p(x)dµ(x) , p ∈ C[x] ,

onde µ é uma medida definida sobre os borelianos de R com momentos de todas

as ordens finitos e cujo suporte

supp(µ) := {x ∈ R | µ(x − δ, x+ δ) > 0 , ∀δ > 0}

é um conjunto infinito. µ é chamada medida de ortogonalidade de (pn)n, e diz-se

que (pn)n é ortogonal no sentido definido-positivo, a respeito da medida µ. Se

as sucessões (βn)n e (γn)n são ambas limitadas, a medida de ortogonalidade µ

é única [32, pg.32]. É importante reter que, dada uma SPO (pn)n caracteri-

zada pela RRTT (2) e ortogonal no sentido definido-positivo, a correspondente

medida de ortogonalidade, µ, pode determinar-se, do ponto de vista teórico,

recorrendo ao chamado Teorema de Markov, o qual, na sua versão mais simples,

estabelece que, sob certas condições, e considerando, sem perda de generalidade,

que (pn)n é uma sucessão ortonormada,

− 1

γ1
lim

n→+∞

p
(1)
n−1(z)

pn(z)
=

∫

R

dµ(x)

x− z
=: F (z; dµ) , z ∈ C \ co(supp(µ)) (3)

(co(supp(µ)) designa o invólucro convexo de supp(µ)), sendo a convergência

uniforme em todos os subconjuntos compactos de C \ co(supp(µ)). Na igual-

dade (3), (p
(1)
n )n é a sucessão dos chamados polinómios associados (ou polinómios

numerador) que são definidos por uma RRTT do tipo (2), mas efectuando a mu-

dança n y n + 1 nos coeficientes que figuram na relação de recorrência. À

função F (·; dµ) chama-se função (ou transformada) de Stieltjes da medida µ. O

conhecimento desta função permite determinar µ através da fórmula de inversão
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de Stieltjes :

µ((a, b)) +
1

2
µ({a}) +

1

2
µ({b}) = lim

ε→0+

1

π

∫ b

a

ℑ (F (x− iε; dµ)) dx .

Estes e outros resultados básicos da Teoria do Polinómios Ortogonais serão

recordados com maior pormenor no Capítulo 1, no qual serão também apre-

sentados alguns exemplos de SPO’s bem conhecidas na literatura e que irão

desempenhar um papel importante nos capítulos subsequentes.

Dada uma funcional linear u : C[x] → C, se esta funcional for regular (i.e.,

existe uma SPO a respeito de u), coloca-se, naturalmente, o problema da deter-

minação da correspondente SPO (a qual é definida de modo único a menos de

uma normalização adequada). Mais geralmente, dadas uma ou várias funcionais

regulares, ligadas por alguma relação (tipicamente, uma relação algébrica), o

problema da determinação das correspondentes SPO’s ou de alguma relação

entre estas, diz-se um problema directo. Por outro lado, chama-se problema in-

verso a um problema que consiste em, dadas uma ou várias SPO’s satisfazendo

certas relações entre si, determinar relações entre as correspondentes funcionais

lineares (a respeito das quais aquelas SPO’s são ortogonais). Note-se que no

caso definido-positivo o problema inverso trata da determinação de medidas de

ortogonalidade, ou de relações entre estas.

O objectivo principal desta dissertação é o estudo de dois problemas inversos.

O primeiro destes problemas será analisado nos capítulos 2 e 3. O segundo será

tratado nos capítulos 4 e 5.

No Capítulo 2, discute-se um problema inverso envolvendo duas famílias

de polinómios ortogonais e suas derivadas, relacionadas por uma relação de

estrutura linear. O problema em análise é o seguinte:

(P1) Sejam (Pn)n e (Qn)n duas SPOM’s cujas derivadas de ordem m e k

(resp.) satisfazem a relação algébrica

N∑

i=0

ri,n Ṗ
(m)
n−i+m(x) =

M∑

i=0

si,nQ̇
(k)
n−i+k(x) (4)

para todo o n ≥ max{M,N}, onde M e N são números inteiros não negativos,

e ri,n e si,n são números complexos que satisfazem certas condições naturais,

com a convenção ri,n = si,n = 0 se n < i. Caracterizar as funcionais lineares

(regulares) u e v correspondentes (resp.) às sucessões (Pn)n e (Qn)n.
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Em (4), adoptámos a notação Ṗ (m) para representar a derivada de ordem m

de um polinómio P , sendo o “ ponto” introduzido para evitar eventuais confusões

de notação, por termos reservado a notação P (m) para designar os polinómios

associados (como é usual na literatura da especialidade!). A solução do problema

(P1) será apresentada no Capítulo 2, e deu lugar à seguinte publicação [37]:

M.N. de Jesus, J. Petronilho: On linearly related sequences of derivatives of or-

thogonal polynomials, Journal of Mathematical Analysis and Applications 347 (2008)

482-492.

Assumindo, sem perda de generalidade, que 0 ≤ m ≤ k, neste trabalho

provámos a existência de quatro polinómios ΦM+m+i e ΨN+k+i, com graus

M +m+ i e N + k + i (resp.), tais que

Dk−m (ΦM+m+iu) = ΨN+k+iv , i = 0, 1,

onde a derivada de ordem k − m, bem como o produto à esquerda de uma

funcional por um polinómio são definidos no sentido usual da Teoria das Dis-

tribuições. Se k = m, a igualdade anterior implica que u e v estão relacionadas

por uma modificação racional. Se k = m+ 1, então u e v são funcionais semi-

clássicas as quais estão ainda relacionadas por uma modificação racional.

A relação algébrica (4) é motivada pelo estudo dos chamados polinómios

ortogonais de Sobolev, quando as funcionais u e v admitem representações

integrais em termos de medidas de Borel µ1 e µ2 (resp.) que induzem um

produto interno de Sobolev do tipo

〈f, g〉S =

∫ +∞

−∞
f g dµ2 + λ

∫ +∞

−∞
f ′ g′ dµ1 , (5)

onde λ é uma constante positiva. A ortogonaliade de tipo Sobolev tem atraído

atenção assinalável nas duas últimas décadas, especialmente após um impor-

tante trabalho de A. Iserles, P. E. Koch, S. P. Nørsett, e J. M. Sanz-Serna

[35], no qual se introduziu a noção de par coerente de medidas. As SPOM’s

associadas a pares de medidas coerentes são descritas pela relação (4) na situ-

ação em que (N,M,m, k) = (0, 1, 0, 1). K. H. Kwon, J. H. Lee e F. Marcellán

[42] estudaram os polinómios ortogonais de Sobolev descritos por (4)−(5) para

(N,M,m, k) = (0, 2, 0, 1), enquanto que o caso (N,M,m, k) = (1, 1, 0, 1) foi

estudado por A. M. Delgado e F. Marcellán [21]. Observemos ainda que o caso
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m = 0, k = 1, N = 0 eM arbitrário foi analisado por F. Marcellán, A. Martínez-

Finkelshtein e J. Moreno-Balcázar em [51]. O caso m = k = 0, com M e N

arbitrários, foi estudado por J. Petronilho [79].

O caso especial em que m = 0 e k = 1 na relação de estrutura (4), com

M e N arbitrários, conduz à noção de par (M,N)−coerente de medidas (ou,

mais geralmente, de funcionais regulares), que será introduzida e estudada no

Capítulo 3. Neste capítulo estudam-se SPO’s de Sobolev oriundas de pares

(M,N)−coerentes. Será estabelecida uma propriedade algébrica fundamen-

tal, ligando os polinómios de Sobolev e os polinómios standard, generalizando

propriedades conhecidas (cf. [35, 14, 42, 51]). Tal propriedade permite obter

os coeficientes de Fourier-Sobolev de uma função f (pertencente a um espaço

de funções apropriado) a respeito dos polinómios ortogonais de Sobolev as-

sociados ao produto interno (5), considerando que {dµ2, dµ1} é um par de

medidas (M,N)−coerente. O espaço de funções (tipo Sobolev) apropriado,

W 1,2(R, dµ1, dµ2), deverá conter as funções f ∈ L2
µ2

(R) tais que f ′ ∈ L2
µ1

(R),

onde L2
µ1

(R) e L2
µ2

(R) são espaços de Lebesgue definidos de maneira natural.

Assim, dada uma função f ∈ W 1,2(R, dµ1, dµ2), pode-se considerar a série de

Fourier-Sobolev a respeito da SPOM de Sobolev (Sλn)n associada ao produto

interno de Sobolev (5):

f(x) ∼
∞∑

n=0

fn
sn

Sλn(x) , (6)

sendo os coeficientes de Fourier-Sobolev dados por cn ≡ cn(λ) := fn

sn
, onde

fn ≡ fn(λ) := 〈f, Sλn〉S , sn ≡ sn(λ) := 〈Sλn , Sλn〉S = ‖Sλn‖2
S (7)

para todo n = 0, 1, 2, · · ·. Em [35] Iserles et. al. estabeleceram um algoritmo

eficiente para calcular os parâmetros fn e sn no caso em que o produto interno de

Sobolev provém de um par de medidas coerente. Este algoritmo foi generalizado

por K. H. Kwon, J. H. Lee e F. Marcellán [42] para produtos internos de Sobolev

associados a pares de medidas (2, 0)−coerentes. Nesta dissertação obtém-se uma

extensão destes algoritmos para produtos internos de Sobolev associados a pares

de medidas (M,N)−coerentes, comM eN arbitrários. Este algoritmo permitirá

também estabelecer uma equação de diferenças de ordemK := max{M,N} para

a sucessão (sn)n das normas de Sobolev para um dado par (M,N)−coerente.

Serão ainda apresentados exemplos de pares (M,N)−coerentes, bem como da

construção das correspondentes séries de Fourier-Sobolev. Os resultados obtidos

no Capítulo 3 estão contidos no seguinte trabalho [39]:
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M.N. de Jesus, J. Petronilho: Sobolev orthogonal polynomials and (M, N)−coherent

pairs of measures. (Submetido)

O Capítulo 4 centra-se no estudo de um outro problema inverso, relacionado

com transformações polinomiais:

(P2) Seja (Pn)n uma SPOM. Determinar condições necessárias e suficientes

para que exista uma outra SPO (Qn)n tal que a sucessão (Pn)n possa ser descrita

por uma transformação polinomial do tipo

Pnk+m(x) = θm(x)Qn(πk(x)) , n = 0, 1, 2, · · · ,

onde k e m são números inteiros fixos, com k ≥ 2 e 0 ≤ m ≤ k−1, e πk e θm são

polinómios fixos de graus k e m, respectivamente. Sob tais condições, descrever

as relações algébricas e analíticas relativas às sucessões (Pn)n e (Qn)n. Em

particular, no caso definido-positivo, determinar uma expressão explícita para a

medida de ortogonalidade para (Pn)n à custa da medida para (Qn)n.

Para m = 0 o problema (P2) foi analisado por J. Charris, M. E. H. Ismail

e S. Monsalve [16], bem como por J. Geronimo e W. Van-Assche [28], quer do

ponto de vista algébrico (determinação do polinómio πk que induz a transfor-

mação polinomial e da nova sucessão (Qn)n, bem como relações algébricas entre

as sucessões (Pn)n e (Qn)n), quer do ponto de vista analítico (determinação das

relações entre as transformadas de Stieltjes e as medidas de ortogonalidade as-

sociadas às sucessões (Pn)n e (Qn)n, considerando o caso defininido-positivo).

Por outro lado, para k = 2 e k = 3 o problema (algébrico e analítico) foi estu-

dado por F. Marcellán e J. Petronilho [56, 57, 53, 54]. Para um k arbitrário e

m = k − 1 a solução da parte algébrica do problema foi apresentada em [24].

Neste último trabalho não se estudou o problema analítico (para m = k − 1),

o qual viria a ser o tema central da dissertação de Mestrado [36]. Utilizando

as técnicas e resultados descritos nos trabalhos [28, 16, 54, 6, 36], bem como

em resultados gerais da Teoria dos Polinómios Ortogonais, é possível concluir

que uma das características do tipo de relação descrita pelo problema (P2) se

traduz no facto de a medida de ortogonalidade da SPO (Pn)n se poder obter

explicitamente em função da medida de ortogonalidade da SPO (Qn)n. Com

efeito, provaremos que, sob certas condições, (Pn)n é ortogonal a respeito de

uma medida cujo suporte está contido numa reunião de k intervalos—definidos

pela transformação polinomial inversa π−1
k ([ξ, η]), onde [ξ, η] é o verdadeiro in-
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tervalo de ortogonalidade (menor intervalo que contém todos os zeros) da SPOM

(Qn)n—explicitamente definida, a menos de um factor constante, por

dσp(x) =

m∑

i=1

Mi δ(x− zi) dx+ χπ−1
k

( ]ξ,η[ )(x)

∣∣∣∣
ηk−1−m(x)

θm(x)

∣∣∣∣
dσq(T (x))

T ′(x)
,

onde M1, · · · ,Mm são constantes não negativas (“massas”) explicitamente deter-

minadas em função dos valores da transformada de Stieltjes associada à medida

dσq nos zeros z1, · · · , zm do polinómio θm, δ(x−zi) é a medida de Dirac no ponto

zi e χ
π
−1
k

(]ξ,η[)
é a função característica do conjunto π−1

k (]ξ, η[). Os resultados

obtidos no Capítulo 4 foram objecto da seguinte publicação [38]:

M.N. de Jesus, J. Petronilho: On orthogonal polynomials obtained via polynomial

mappings, Journal of Approximation Theory (2010), doi:10.1016/j.jat.2010.07.012.

[35 páginas]

Após o estudo de (P2) procuraram-se aplicações dos resultados obtidos. De

facto, consequências e aplicações de natureza diversa estão associadas ao estudo

de (P2), como se põe em evidência, entre outros, nos trabalhos [31, 28, 56, 53, 40,

24, 6], envolvendo, por exemplo, aplicações à Física (e.g., à Mecânica Quântica,

na descrição do chamado hamiltoniano de certos sistemas físicos, designados por

“ chain models” ) e à Álgebra Linear (no cálculo dos valores e vectores próprios

de matrizes tridiagonais k−Toeplitz, bem como na determinação explícita das

inversas destas matrizes). Por outro lado, aplicações incluindo o âmbito das

Teorias dos Polinómios Ortogonais (quer na recta real, quer na circunferência

unitária) e dos Operadores (em particular, dos operadores de Jacobi) foi também

um dos aspectos abordados neste estudo. No tocante às aplicações à Teoria dos

Operadores de Jacobi (dos quais são casos especiais os operadores de Shrödinger

discretos), apresentam-se provas alternativas às existentes na literatura envol-

vendo a descrição do espectro dos chamados operadores de Jacobi periódicos (e

assimptoticamente periódicos), bem como perturbações compactas destes (cf.

e.g. [30, 3, 66]). Em particular, clarifica-se uma questão colocada por A. Maté,

P. Nevai e W. Van-Assche em [66] envolvendo o espectro de tais operadores.

Existe uma vasta literatura sobre a ligação entre a Teoria dos Polinómios

Ortogonais e a Teoria de Operadores. Para descrever sucintamente esta ligação,

considere-se uma SPO (pn)n caracterizada pela RRTT

xpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn−1(x) , n = 1, 2, · · · ,
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com condições iniciais p−1(x) = 1 e p0(x) = 1, onde an > 0 e bn ∈ R para

todo o n. Claramente, existe uma correspondência biunívoca entre a SPO (pn)n

caracterizada pela RRTT anterior e a matriz tridiagonal infinita

J :=




b0 a1 0 0 0 · · ·
a1 b1 a2 0 0 · · ·
0 a2 b2 a3 0 · · ·
0 0 a3 b3 a4 · · ·
...

...
...

. . .
. . .

. . .




,

designada por matriz de Jacobi. Por sua vez (continuando a supor que as

sucessões (an)n e (bn)n são limitadas e que an > 0 e bn ∈ R para todo o n), esta

matriz infinita representa um operador linear definido no espaço de sucessões

ℓ2(C), a respeito da base canónica de ℓ2(C), que continuaremos a designar por

J, a que se chama operador de Jacobi. Explicitamente, fica definido um operador

J : ℓ2(C) → ℓ2(C)

tal que, para cada x = (ξn)n ∈ ℓ2(C), é Jx = (ηn)n, onde

ηn := an+1ξn+1 + bnξn + anξn−1 , n = 1, 2, · · · .

De facto, constata-se facilmente que J é um operador limitado se e só se ambas

as sucessões (an)n e (bn)n são limitadas. Nestas condições, J é auto-adjunto e,

além disso, J é compacto se e só se

an → 0 , bn → 0 (n→ +∞) .

O operador de Jacobi J, ou a correspondente SPO (pn)n, pode interpretar-se

como uma realização do operador multiplicação em L2
µ(R),

M : L2
µ(R) → L2

µ(R) ,

definido por

Mf(s) := sf(s) , f ∈ L2
µ(R) , s ∈ R .

Este facto é justificado por um teorema espectral (cf. [22, Cap. 2]) o qual asse-

gura que, dado um operador de Jacobi limitado, J, existe uma única medida de

probabilidade, µ, com suporte compacto, tal que

〈e0, (J − zI)−1e0〉 =

∫

R

dµ(s)

s− z
, ℑz 6= 0 ,
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onde e0 := (1, 0, 0, · · ·) ∈ ℓ2(C), I é o operador identidade em ℓ2(C) e 〈·, ·〉
designa o produto interno usual em ℓ2(C); além disso, a aplicação

ϕ : J 7→ µ

é a aplicação espectral, no seguinte sentido: a aplicação

U : ℓ2(C) ∋ p(J)e0 7→ p(s) ∈ L2
µ(R) (p polinómio) ,

admite uma extensão a um operador unitário U : L2
µ(R) → L2

µ(R) tal que

UJU
−1 = M em L2

µ(R) .

Além disso, a aplicação ϕ : J 7→ µ é bijectiva e tem imagem R(ϕ) = B, onde

B :=

{
medidas de Borel µ em R :

∫

R

dµ = 1 e µ tem suporte compacto

}
.

Deste modo, a determinação da aplicação inversa ϕ−1 reduz-se ao problema

clássico da construção da SPO associada à medida µ. E, portanto, µ não é

outra senão a medidade de ortogonalidade da sucessão (pn)n caracterizada pela

matriz de Jacobi J. Além disso, o suporte de µ coincide com o espectro de J:

σ(J) = supp(µ) .

Os resultados gerais precedentes podem ser vistos, e.g., em [22, 32].

No Capítulo 5 obtiveram-se alguns resultados sobre o espectro (e, em par-

ticular, sobre o espectro essencial) de um operador de Jacobi limitado cuja SPO

associada pode ser expressa em termos de uma transformação polinomial do

tipo descrito no Problema (P2), nomeadamente, transformações quadráticas e

transformações cúbicas. Neste contexto, como exemplo típico dos resultados

obtidos, estabelece-se que o espectro essencial do operador de Jacobi

J :=




b0 c1 0 0 0 · · ·
c1 b1 c2 0 0 · · ·
0 c2 b2 c3 0 · · ·
0 0 c3 b3 c4 · · ·
0 0 0 c4 b4 · · ·
...

...
...

...
...

. . .




, (8)

definido por

b3n = c sin2(n+ 1) , b3n+1 = c cos2(n+ 1) , b3n+2 = b ,

c3n+1 = c
2 |sin(2n+ 2)| , c3n = 1/

√
n+ 1 , c3n−1 =

√
n/(n+ 1) ,
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(onde b ∈ R e c > 0, de modo que J é um operador limitado e auto-adjunto)

está contido numa reunião de três intervalos de números reais:

σess(J) ⊂ I1 ∪ I2 ∪ I3 ,

onde

I1 :=

[
b−

√
b2+4
2 ,min

{
0,

c+b−
√

(c−b)2+4

2

}]
,

I2 :=

[
max

{
0,

c+b−
√

(c−b)2+4

2

}
,min

{
c, b+

√
b2+4
2

}]
,

I3 :=

[
max

{
c, b+

√
b2+4
2

}
,
c+b+

√
(c−b)2+4

2

]
.

Este tipo de problemas tem sido objecto de investigação recente, sendo o seu

estudo fortemente motivado pela importância que os resultados obtidos neste

campo adquiriram na análise de problemas no âmbito da Física-Matemática

(veja-se, e.g., [73, 22, 41, 40, 84, 85, 86]).



Capítulo 1

Funcionais regulares e

polinómios ortogonais

Neste capítulo recordam-se alguns conceitos básicos da teoria dos polinómios

ortogonais. A apresentação é baseada, essencialmente, nas monografias [19, 32,

91], bem como nos artigos [59, 60, 61, 78, 48, 93].

1.1 Aspectos topológicos

Os espaços P e P ′

Com as operações usuais da adição e multiplicação escalar, C[x] fica munido com

uma estrutura de espaço linear, que denotaremos por P . Em P consideramos

a topologia do limite indutivo estrito definida pela sucessão (Pn, ‖ · ‖)n (ver

Maroni [60, 61]; Trèves [91]) onde Pn representa o espaço de Banach de todos

os polinómios de grau menor ou igual que n com a topologia induzida pela

norma

‖p‖n :=

n∑

k=0

|ak| , p ≡
n∑

k=0

akx
k ∈ Pn . (1.1)

O espaço dual topológico de P será representado por P ′, i.e.,

P ′ := {u : P → C | u é linear e contínua}.

Em P ′ considera-se a topologia fraca de dual. Por definição, esta topologia é

caracterizada pelo sistema de semi-normas {|.|n : n ∈ N}, onde, para u ∈ P ′,

1
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|u|n é definido por (cf. [61])

|u|n := sup
0≤m≤n

|um| , n ≥ 0 , (1.2)

sendo un := 〈u, xn〉 o momento de ordem n de u. Uma vez que este sistema de

semi-normas é numerável, P ′ é um espaço metrizável, facto que é utilizado para

mostrar que

P ′ = P∗ ,

onde P∗ denota o dual algébrico de P , isto é,

P∗ := {u : P → C | u é linear}.

Algumas operações em P e P ′

Como é usual na literatura, L(X,Y ) designa o espaço das aplicações lineares

contínuas de X em Y . Aqui, estamos particularmente interessados nas seguintes

transformações em L(P ,P):

f 7→ gf, f 7→ Df, f 7→ θcf

onde f é um polinómio (variável), g é um polinómio fixo e c é um número

complexo fixo, sendo as operações definidas por

gf(x) := g(x)f(x), Df(x) := f ′(x), θcf(x) :=
f(x) − f(c)

x− c
. (1.3)

Por dualidade, as aplicações seguintes estão em L(P ′,P ′):

u 7→ gu := u ◦ g, u 7→ Du := −u ◦D, u 7→ (x− c)−1u := u ◦ θc.

Isto motiva as seguintes definições:

Definição 1.1. Sejam u ∈ P ′, g ∈ P e c ∈ C. Definimos

(i) o produto à esquerda da funcional u pelo polinómio p: é a funcional de P ′,

designada por pu, tal que

〈pu, f〉 := 〈u, pf〉 , f ∈ P ;

(ii) a derivada de u : é a funcional de P ′, designada por Du, tal que

〈Du, f〉 := −〈u, f ′〉 , f ∈ P ;
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(iii) a divisão da funcional u pelo polinómio x− c: é a funcional de P ′, desig-

nada por (x− c)−1u, tal que

〈(x − c)−1u, f〉 := 〈u, f(x) − f(c)

x− c
〉 , f ∈ P .

É importante destacar que o produto à esquerda de uma funcional por um

polinómio goza da regra de derivação usual, i.e.,

D(pu) = p′u + pDu, p ∈ P , u ∈ P ′ .

De acordo com a definição precedente, a multiplicação à esquerda de uma fun-

cional por um polinómio é uma nova funcional. Define-se também a multipli-

cação à direita de uma funcional por um polinómio, como sendo um polinómio.

Definição 1.2. Sejam u ∈ P ′ e f ∈ P. O produto à direita da funcional u pelo

polinómio f é o polinómio, designado por uf , definido por

uf(x) :=

〈
uξ,

xf(x) − ξf(ξ)

x− ξ

〉
, (1.4)

onde o índice ξ em uξ indica que u actua em polinómios na variável ξ.

Observação 1.3. Note-se que, para f ∈ Pn, digamos, f(x) =

n∑

i=0

aix
i, o

polinómio uf(x) em (1.4) admite a seguinte expressão explícita, em termos das

sucessivas potências:

uf(x) =
n∑

i=0




n∑

j=i

aiuj−i



 xi .

Série formal de Stieltjes

Designemos por ∆′ o espaço vectorial das séries formais, i.e.

∆′ :=





∑

n≥0

anz
n : an ∈ C , n = 0, 1, 2, · · ·




 .

As operações de adição, multiplicação e multiplicação por um escalar em ∆′

são definidas por generalização das correspondentes operações em P (ver [91]).

Deste ponto de vista, ∆′ fica munido de uma estrutura algébrica, e pode operar-

se (formalmente) com elementos de ∆′ como se de funções analíticas se tratasse.

Munindo ∆′ da família de seminormas {sn : n ∈ N} definidas por

sn



∑

k≥0

akz
k


 := sup

0≤k≤n
|ak| , n ≥ 0
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é possível estabelecer um isomorfismo F : P ′ → ∆′ definido por [59]

u ∈ P ′ 7→ F (u) := Fu(z) ≡
∑

n≥0

unz
n .

Este isomorfismo transporta a estrutura algébrica de ∆′ para P ′.

Definição 1.4. Para u ∈ P ′, a série formal de Stieltjes associada a u, Su, é a

série formal definida por

Su(z) := −
∑

n≥0

un
zn+1

≡ −1

z
Fu

(
1

z

)
. (1.5)

1.2 Polinómios ortogonais sobre a recta real

Definição 1.5. Seja u : P → C uma funcional linear.

(i) (Pn)n diz-se uma sucessão de polinómios ortogonais (SPO) a respeito de

u (ou associada a u) se se verificarem as duas condições seguintes:

• (Pn)n é uma família livre de polinómios, i.e., cada Pn tem grau n;

• existe uma sucessão (kn)n de números complexos não nulos tal que

〈u, PnPm〉 = knδmn , n,m = 0, 1, 2, · · · .

(ii) u diz-se regular se existe uma SPO a respeito de u.

(iii) Uma SPO (Pn)n diz-se uma sucessão de polinómios ortogonais mónicos

(SPOM) se cada Pn é mónico ( i.e., o coeficiente do termo de maior grau

é 1); e diz-se uma sucessão de polinómios ortonormados se kn = 1 para todo

o n = 0, 1, 2, · · · .

É fácil de verificar que se (Pn)n e (Qn)n são duas SPO’s a respeito da mesma

funcional u ∈ P ′, então existe uma sucessão de números complexos (cn)n tal

que Qn(x) = cnPn(x) para todo o n = 0, 1, 2, · · · . De seguida apresentamos

uma condição necessária e suficiente para a regularidade da funcional u. Para

isso, defina-se o determinante de Hankel de ordem n associado à funcional u:

hn := det[ui+j ]
n
i,j=0 .

A existência de uma SPO a respeito de u traduz-se pela condição algébrica

de todos os menores principais do determinante anterior serem não nulos, para

todo o n = 0, 1, 2, · · ·; ou seja: u é regular se e só se

hn 6= 0 , n = 0, 1, 2, · · · .
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Nestas condições, designando por (Pn)n a correspondente SPOM, cada polinómio

Pn pode ser calculado explicitamente de acordo com a fórmula [19, pg.11]

Pn(x) =
1

hn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u0 u1 · · · un

u1 u2 · · · un+1

...
...

...
...

un−1 un · · · u2n−1

1 x · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n = 1, 2, · · · .

Relação de recorrência a três termos (RRTT)

Um dos resultado mais importantes na teoria dos polinómios ortogonais é o

chamado Teorema de Favard (ver, e.g., [19, pg.21]), o qual estabelece que toda

a SPO (Pn)n é caracterizada por uma relação de recorrência a três termos

(RRTT) do tipo

xPn(x) = αnPn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x), n = 0, 1, 2, · · · (1.6)

com condições iniciais P−1(x) = 0 e P0(x) = constante 6= 0, onde (αn)n, (βn)n

e (γn)n são sucessões de números complexos tais que αnγn+1 6= 0 para todo o

n = 0, 1, 2, · · ·. O caso mónico corresponde a αn = 1 para n = 0, 1, 2, · · ·. É fácil

de verificar que se (Pn)n é uma SPOM a respeito da funcional linear u então os

coeficientes βn e γn podem obter-se pelas fórmulas

βn =
〈u, xP 2

n〉
〈u, P 2

n〉
(n ≥ 0) , γn =

〈u, P 2
n〉

〈u, P 2
n−1〉

(n ≥ 1) .

Normalmente considera-se a convenção γ0 = u0, facto que, juntamente com a

expressão de γn dada anteriormente, permite obter a relação

〈u, P 2
n〉 =

n∏

k=0

γk , n ≥ 0. (1.7)

Além disso, tem-se

γn =
hn−2hn
h2
n−1

, n ≥ 1 ,

com a convenção h−1 = 1, o que permite concluir que, dada a relação (1.6), u é

regular e (Pn)n é a correspondente SPOM se e só se γn 6= 0 para todo o n ≥ 0.

Pondo an :=
√
αn−1γn (n = 1, 2, · · ·) e bn := βn (n = 0, 1, 2, · · ·), obtém-se

a RRTT que caracteriza a SPO ortonormada (pn)n correspondente à sucessão

(Pn)n, i.e.,

xpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn−1(x) , n = 1, 2, · · · (1.8)
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com condições iniciais p−1(x) = 0 e p0(x) = u
−1/2
0 . Além disso, considerando,

sem perda de generalidade, que u0 = 1, os polinómios ortogonais mónicos e os

ortonormados estão relacionados por

pn(x) = (a1a2 · · · an)−1Pn(x), n = 0, 1, 2, · · · . (1.9)

Verifica-se também, como consequência da Identidade de Christoffel-Darboux

[19, pg. 23], a seguinte igualdade

n∑

k=0

[pk(x)]
2

= an+1

[
p′n+1(x)pn(x) − p′n(x)pn+1(x)

]
(1.10)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·.

Polinómios ortogonais associados

Definição 1.6. Sejam (Pn)n a SPOM associada a uma funcional regular u e

k um número inteiro não negativo. À sucessão de polinómios mónicos (P
(k)
n )n

definida por

P (k)
n (x) :=

1

〈uy, P 2
k−1(y)〉

〈
Pk−1(y)uy,

Pn+k(x) − Pn+k(y)

x− y

〉
,

onde uy representa a acção de u na variável y, chama-se sucessão de polinómios

ortogonais mónicos associados de ordem k correspondente à SPOM (Pn)n.

Esta sucessão de polinómios (P
(k)
n )n é, de facto, uma SPOM, facto que

decorre imediatamente da circunstância de satisfazer uma RRTT, a qual se

obtém efectuando translações nos índices dos polinómios que figuram na RRTT

satisfeita por (Pn)n, i.e.,

P
(k)
n+1(x) = (x− βn+k)P

(k)
n (x) − γn+kP

(k)
n−1(x) , n = 0, 1, 2, · · ·

P
(k)
−1 (x) = 0 , P

(k)
0 (x) = 1 .

(1.11)

Em particular, para k = 1, obtém-se

P
(1)
n+1(x) = (x− βn+1)P

(1)
n (x) − γn+1P

(1)
n−1(x) , n = 0, 1, 2, · · · (1.12)

(com P
(1)
−1 (x) = 0 e P (1)

0 (x) = 1). Esta sucessão (P
(1)
n )n é particularmente im-

portante e normalmente designa-se sucessão dos polinómios (mónicos) associados

ou sucessão dos polinómios (mónicos) numerador da SPOM. Naturalmente, para

k = 0 obtém-se a própria SPOM (Pn)n. Constata-se facilmente, a partir da

relação de recorrência (1.11), que o polinómio mónico associado de ordem k é
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dado explicitamente, para todos os n, k = 0, 1, 2, · · · , pela formula determinantal

(determinante de ordem n, de uma matriz tridiagonal)

P (k)
n (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− βk 1 . . . 0 0

γk+1 x− βk+1 . . . 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · γn+k−2 x− βn+k−2 1

0 0 · · · γn+k−1 x− βn+k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1.13)

e que

P
(k+1)
n+1 (x)P

(k)
n+1(x) − P

(k)
n+2(x)P

(k+1)
n (x) =

n+1∏

j=1

γj+k , n, k ≥ 0 . (1.14)

Caso definido-positivo: medida de ortogonalidade

Recorde-se que, dada uma medida de Borel positiva sobre R, µ, com suporte

infinito e tal que todos os momentos
∫

R
xn dµ existem para todo o n = 0, 1, 2, · · ·,

a função de distribuição de µ é definida por ψµ(x) := µ ((−∞, x]); esta função é

não negativa, limitada, não decrescente, contínua à direita, e lim
x→−∞

ψµ(x) = 0.

Reciprocamente, qualquer função, ψ, que satisfaça estas propriedades é a função

de distribuição de alguma medida de Borel, µ, tal que
∫

R

f(x) dψ(x) =

∫

R

f(x) dµ(x)

(cf. McDonald e Weiss [67, § 4.7]). Assim, por abuso de linguagem, será corrente

escrever indistintamente µ (medida) ou ψ (função de distribuição) para repre-

sentar quer a medida quer a função de distribuição. As notações dµ e dψ serão

também usadas com o mesmo significado. Neste contexto, e.g., será frequente

escrever “ Seja dµ uma medida ...” ou “ Seja dψ uma medida ...”, com o mesmo

significado.

A noção de ortogonalidade tal como foi introduzida na Definição 1.5 é, em

princípio, uma “ortogonalidade formal”, no sentido em que, na realidade, os

polinómios (Pn)n são ortogonais relativamente a uma sucessão de números un :=

〈u, xn〉 (n = 0, 1, 2, · · ·), ignorando a questão de saber se tais números são

realmente os momentos correspondentes a alguma medida, no sentido usual da

teoria analítica dos momentos.

Definição 1.7. Uma funcional linear u diz-se definida-positiva se 〈u, f〉 > 0

para todo o polinómio f tal que f não é o polinómio identicamente nulo em R
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e f(x) ≥ 0 para todo o x ∈ R. Se (Pn)n é uma SPO associada a uma funcional

linear definida-positiva, diz-se que (Pn)n é ortogonal no sentido definido-positivo.

Observação 1.8. Se u é uma funcional linear definida-positiva, é claro que

〈u, x2n〉 > 0 para todo o n = 0, 1, 2, · · · . Além disso, tendo em conta que

0 < 〈u, (x+ 1)2n〉 =

2n∑

k=0

(
2n

k

)
uk ,

verifica-se facilmente, por indução matemática, que cada momento de ordem

ímpar, u2n−1, é real. Consequentemente, decorre da desigualdade anterior que

se u é definida-positiva então todos os momentos são números reais e, em par-

ticular, os momentos de ordem par são números reais estritamente positivos.

Por outro lado, sendo u uma funcional linear definida-positiva, pode-se cons-

truir, passo a passo, pelo processo de ortonormalização de Gram-Schmidt, uma

SPO (pn)n (ortonormal) de polinómios reais, pondo

pn(x) :=
(
〈u, q2n〉

)−1/2
qn(x) , n = 0, 1, 2, · · · ,

onde q0(x) := u
−1/2
0 e

qn+1(x) = xn+1 −
n∑

k=0

〈u, xn+1qk〉qk(x) , n = 0, 1, 2, · · · .

Isto mostra que toda a funcional linear definida-positiva é regular.

De acordo com o exposto anteriormente, dada uma SPOM (Pn)n, esta

sucessão satisfaz uma relação de recorrência do tipo (1.6) (com αn = 1). O

caso em que βn é real e γn+1 > 0 para todo o n = 0, 1, 2, · · · tem uma especial

importância em aplicações. Neste caso, u admite uma representação integral a

respeito de alguma função de distribuição ψ (não decrescente, contínua à direita,

não negativa, limitada e com lim
x→−∞

ψ(x) = 0) tal que o conjunto

supp(ψ) := {x ∈ R | ψ(x+ δ) − ψ(x− δ) > 0 , ∀δ > 0}

(dito o suporte de ψ, ou conjunto dos pontos de crescimento de ψ) é infinito. De

facto, um importante Teorema da Representação (cf. [19, Cap.II]) estabelece

que uma funcional u é definida-positiva se e só se admite uma representação

integral da forma

〈u, f〉 =

∫

R

f(x)dψ(x) , f ∈ P (1.15)
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onde ψ é uma função de distribuição com suporte infinito e momentos de todas

as ordens finitos, i.e.,
∫

R

|x|ndψ(x) <∞ , n = 0, 1, 2, · · · .

Apresenta-se de seguida um resutado teoricamente interessante para a de-

terminação da medida de ortogonalidade associada a uma dada SPOM. É con-

veniente introduzir a definição de transformada de Stieltjes associada a uma

função de distribuição ψ.

Definição 1.9. Seja ψ uma função distribuição com supp(ψ) ⊂ R. Definimos

a transformada de Stieltjes de ψ (ou função de Stieltjes), como sendo a função

analítica, F (.;ψ), dada por

F (z;ψ) :=

∫

supp(ψ)

dψ(x)

x− z
, z ∈ C\supp(ψ) (1.16)

Observação 1.10. É possível estabelecer uma relação entre a função de Stieltjes

(1.16) e a série formal de Stieltjes (1.5), no caso de ser supp(dψ) = [a, b], com

a e b finitos. Considerando o desenvolvimento

1

x− z
= −

∑

n≥0

xn

zn+1
,

a série converge absoluta e uniformemente para x ∈ [a, b] e para z pertencente

a um subconjunto compacto do domínio definido por |z| > R := max{|a|, |b|}.
Integrando termo a termo em [a, b] a respeito de ψ(x), obtém-se

F (z;ψ) = −
∑

n≥0

un
zn+1

, |z| > R (1.17)

onde un :=
∫ b
a x

ndψ(x). Assim, a série de potências que figura no segundo

membro de (1.17) é a série de Laurent (em torno do infinito) para F (.;ψ) e

converge para Su(z) no domínio indicado.

O próximo resultado mostra-nos a importância da função de Stieltjes. Antes

porém, definimos os seguintes conjuntos, introduzidos em [93]:

ZN := {xn,j : j = 1, · · · , n, n ≥ N} ,
X1 := Z ′

1 ≡ {conjunto dos pontos de acumulação de Z1},
X2 := {x ∈ Z1 : Pn(x) = 0 para infinitos valores de n},

onde {xn,j : j = 1, · · · , n} designa o conjunto de zeros de Pn. É importante

destacar que, se u é uma funcional definida-positiva, existe um representante ψ
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tal que

supp(dψ) ⊂ X1 ∪X2 ⊂ co(supp(dψ)) ,

onde co(supp(dψ)) designa o invólucro convexo do conjunto supp(dψ), i.e., o

menor intervalo fechado que contém supp(dψ). O resultado que a seguir se

enuncia foi estabelecido por W. Van-Assche [93] e é uma generalização de um

importante Teorema de Markov , que provou o teorema supondo ψ uma medida

absolutamente contínua e supp(dψ) = [a, b], com a e b finitos.

Teorema 1.11. Seja ψ uma função distribuição unicamente determinada pela

correspondente sucessão de momentos e (Pn)n a correspondente SPOM. Então

−u0 lim
n→+∞

P
(1)
n−1(z)

Pn(z)
= F (z, ψ) , z ∈ C \ (X1 ∪X2),

onde u0 :=
∫

R
dψ(x) (o primeiro momento de dψ) e a convergência é uniforme

em cada subconjunto compacto de C \ (X1 ∪X2).

O Teorema precedente permite determinar a medida de ortogonalidade de

uma dada sucessão de polinómios ortogonais. Com efeito, é válido o seguinte

resultado:

Teorema 1.12. (Fórmula de inversão de Stieltjes) Seja ψ uma função de dis-

tribuição e F (·;ψ) a correspondente transformada de Stieltjes. Então

ψ(b) − ψ(a) = lim
ε→0+

1

π

∫ b

a

ℑ(F (x− iε; dψ))dx ,

onde se considera ψ normalizada de modo que

ψ(−∞) = 0, ψ(x) =
ψ(x+ 0) + ψ(x− 0)

2
.

Note-se que se dµ é uma medida de probabilidade e (pn) é a correspondente

sucessão de polinómios ortonormados, então (cf. e.g. [41])

− 1

a1
lim

n→+∞

p
(1)
n−1(z)

pn(z)
= F (z; dµ) , z ∈ C \ (X1 ∪X2)

µ((a, b)) +
1

2
µ({a}) +

1

2
µ({b}) = lim

ε→0+

1

π

∫ b

a

ℑ (F (x− iε; dµ)) dx .

Zeros dos polinómios ortogonais

De acordo com o teorema fundamental da Álgebra, todo o polinómio de grau

n, com coeficientes reais ou complexos, tem n zeros em C (contando as suas
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multiplicidades). Quando se trata de polinómios ortogonais podemos dizer mais.

Uma consequência imediata da relação de recorrência a três termos para uma

dada SPO (Pn)n é que dois polinómios consecutivos Pn e Pn+1 não podem ter

zeros comuns. Por outro lado, se a funcional de momentos u a respeito da

qual (Pn)n é ortogonal for definida-positiva, muito mais se pode afirmar acerca

dos zeros das correspondentes SPO’s. Para obter informação sobre estes zeros

começamos por observar que a relação de recorrência (1.6) pode reescrever-se

em termos matriciais como

x




P0(x)

P1(x)
...

Pn−2(x)

Pn−1(x)




= Jn




P0(x)

P1(x)
...

Pn−2(x)

Pn−1(x)




+ αn−1Pn(x)




0

0
...

0

1




(n = 1, 2, · · ·), onde Jn é a matriz tridiagonal, chamada matriz de Jacobi, de

ordem n definida por

Jn :=




β0 α0 0 · · · 0 0

γ1 β1 α1 · · · 0 0

0 γ2 β2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · βn−2 αn−2

0 0 0 0 · · · γn−1 βn−1




.

Assim, os zeros de Pn são os valores próprios de Jn, e como, se a funcional u for

definida-positiva, é βn ∈ R e αn−1γn > 0, pondo an :=
√
αn−1γn (n = 1, 2, · · ·)

e bn = βn (n = 0, 1, 2, · · ·), deduz-se que o conjunto dos valores próprios de Jn

coincide com o conjunto dos valores próprios da matriz

J̃n :=




b0 a1 0 · · · 0 0

a1 b1 a1 · · · 0 0

0 a2 b2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · bn−2 an−1

0 0 0 0 · · · an−1 bn−1




.

Ora, esta é uma matriz simétrica, logo os valores próprios (zeros de Pn) são reais.

Observe-se que, tal como Jn se obteve a partir da RRTT (1.6), também J̃n se
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pode obter (por processo análogo) da RRTT que caracteriza a SPO ortonormada

(pn)n, correspondente à sucessão (Pn)n. No que vai seguir-se, considere-se que

(Pn)n é uma SPOM no sentido definido positivo. Nestas condições, cada Pn(x),

n ≥ 1, tem n zeros reais e simples, que denotaremos, por ordem crescente

xn,1 < xn,2 < · · · < xn,n , (1.18)

para n = 1, 2, 3, · · · . Além desta propriedade, verifica-se também, o entrelaça-

mento dos zeros de dois polinómios consecutivos Pn e Pn+1 (propriedade de

separação), i.e.,

xn+1,j < xn,j < xn+1,j+1 para j = 1, · · · , n . (1.19)

Assim podemos deduzir que para todo o n = 1, 2, 3, · · ·, existem todos os limites

ξi := lim
n→+∞

xn,i e ηj := lim
n→+∞

xn,n−j+1 , i, j = 1, 2, · · · (1.20)

(podendo, eventualmente, ser infinitos).

Definição 1.13. Se u é uma funcional de momentos definida-positiva e (Pn)n

a correspondente SPOM, o intervalo fechado [ξ1, η1], com ξ1 e η1 definidos por

(1.20), é chamado o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da sucessão (Pn)n.

Observação 1.14. O verdadeiro intervalo de ortogonalidade é o menor inter-

valo fechado (no sentido da inclusão) que contém todos os zeros de todos os

polinómios Pn (n = 1, 2, · · ·).

Uma estimativa interessante para os zeros de uma dada SPOM, em termos

dos coeficientes da RRTT, é dada por [72]

|xn,j | ≤ max
0≤i≤n−1

|βi| + 2 max
1≤i≤n−1

γi , 1 ≤ j ≤ n , n = 1, 2, · · · .

Em particular, esta relação mostra que se as sucessões (βn)n e (γn)n (que figu-

ram na RRTT) forem ambas limitadas, então [ξ1, η1] é limitado.

Pode também mostrar-se que [ξ1, η1] é um conjunto suporte para alguma

função de distribuição ψ a respeito da qual (Pn)n seja ortogonal, no seguinte

sentido: se (Pn)n é uma SPO a respeito de uma funcional linear u definida-

positiva, então existe uma função de distribuição, ψ, representante de u tal que

(ver [19, pg.58])

supp(dψ) ⊂ [ξ1, η1] .
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1.3 Base dual

Vimos na secção anterior que podemos expressar a SPOM a respeito de uma

funcional regular u em termos da sua sucessão de momentos, (un)n. De seguida

apresentamos uma representação para a funcional u em termos da correspon-

dente SPOM. Começamos por definir base dual, (an)n, duma sucessão livre de

polinómios mónicos (Rn)n (não necessariamente ortogonal), por

〈an, Rm〉 := δm,n, n = 0, 1, 2. · · · .

Teorema 1.15. Seja (Rn)n uma sucessão de polinómios em P e (an)n a base

dual associada em P∗. Então para todo v ∈ P∗ a representação

v =
∑

n≥0

λnan, λn := 〈v, Rn〉 (n = 0, 1, 2, . . .) (1.21)

verifica-se, no sentido da topologia fraca de dual em P ′.

O teorema seguinte, estabelece algumas relações entre uma funcional regular

em P ′ e a base dual associada à correspondente SPO.

Teorema 1.16. Seja u ∈ P∗ regular, (Pn)n a correspondente SPOM, e (an)n

a base dual associada. Então as seguintes afirmações verificam-se:

(i) Cada elemento an da base dual associada pode exprimir-se em função da

própria funcional u de acordo com a fórmula

an =
Pn(x)

〈u, P 2
n〉

u, n = 0, 1, 2, · · · . (1.22)

(ii) Se v ∈ P∗ e existe um inteiro N ∈ N tal que 〈v, Pn〉 = 0 para todo o

n ≥ N + 1, então

v =
N∑

ν=0

〈v, Pν〉aν . (1.23)

Como consequência, existe φ ∈ P, com grφ ≤ N , tal que v = φu . Este

polinómio φ é dado por φ(x) =

N∑

ν=0

〈v, Pν〉
〈u, P 2

ν 〉
Pν(x). Além disso grφ = N se

e só se 〈v, PN 〉 6= 0.

(iii) (Pn)n é ortogonal a respeito de a0.

(iv) Se (Pn)n satisfaz a RRTT (1.6) (com αn = 1 para todo o n) então

xan = an−1 + βnan + γn+1an+1, n = 1, 2, · · · .
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Como consequência imediata do teorema anterior conclui-se que uma dada

sucessão livre de polinómios (Pn)n é uma SPOM a respeito de alguma funcional

v ∈ P∗ se e só se

〈v, 1〉 6= 0, 〈v, Pn〉 = 0, n = 1, 2, . . . . (1.24)

1.4 Exemplos

Nesta secção introduzem-se algumas famílias de polinómios ortogonais, bem con-

hecidas na literatura, que irão desempenhar um papel fundamental em diversos

momentos no texto.

Polinómios de Chebyshev

Os polinómios de Chebyshev são determinados a partir da relação de recorrência

2xPn(x) = Pn+1 + Pn−1(x) , n = 0, 1, 2, · · · .

No caso das condições iniciais serem P0(x) = 1 e P1(x) = x, estes polinómios

designam-se por polinómios de Chebyshev de primeira espécie e em vez de Pn

escreve-se Tn; e se as condições iniciais forem P0(x) = 1 e P1(x) = 2x, designam-

se polinómios de Chebyshev de segunda espécie e em vez de Pn escreve-se Un.

Relações trigonométricas elementares mostram que, para x = cos θ, θ ∈ (0, π),

são válidas as representações

Tn(x) = cos(nθ) , Un(x) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
, n = 0, 1, 2, · · · .

Daqui deduzem-se facilmente as expressões explícitas para os zeros das sucessões

(Tn)n e (Un)n, o que permite concluir que o verdadeiro intervalo de ortogonal-

idade destas sucessões de polinómios ortogonais é o intervalo [−1, 1]. Notemos

também que os polinómios associados de primeira ordem correspondentes às

sucessões (Tn)n e (Un)n satisfazem

T
(1)
n−1(z) = Un−1(z) e U

(1)
n−1(z) = Un−1(z) , n = 1, 2, · · · .

Assim, designando por FT e FU , as funções de Stieltjes correspondentes às

sucessões (Tn)n e (Un)n (resp.), pode provar-se que

FT (z) = − 1

(z2 − 1)
1
2

e FU (z) = −2
(
z − (z2 − 1)

1
2

)
(1.25)
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onde

(z2 − 1)1/2 =





−
√
z2 − 1 se z ∈ (−∞,−1]

i
√

1 − z2 se z ∈ [−1, 1]
√
z2 − 1 se z ∈ [1,+∞)

. (1.26)

Assim, tendo em conta a fórmula de inversão de Stieltjes, pode mostrar-se que

as medidas de ortogonalidade correspondentes às sucessões (Tn)n e (Un)n são

dadas, respectivamente, por

dψU (x) := χ(−1,1)(x)
2

π

√
1 − x2dx e dψT (x) := χ(−1,1)(x)

1

π

dx√
1 − x2

.

Observação 1.17. A sucessão (Un)n é uma SPO ortonormada relativamente à

medida dψU . Porém, (Tn)n não é uma SPO ortonormada relativamente a dψT ;

a correspondente SPO ortonormada relativamente a dψT é a sucessão (tn)n

definida por

t0(x) = 1 , tn(x) =
√

2Tn(x) , n = 1, 2, · · · .

As SPO’s mónicas, (T̂n)n e (Ûn)n, correspondentes às SPO’s (Tn)n e (Un)n são

dadas por

T̂n(x) = 21−nTn(x) , Ûn(x) = 2−nUn(x), n = 1, 2, · · · . (1.27)

SPO’s geradas por perturbações nas condições iniciais

Seja (Pn)n uma SPOM associada à funcional linear u, e suponha-se que (Pn)n

satisfaz a RRTT

Pn+1(x) = (x− βn)Pn(x) − γnPn−1(x) , n = 0, 1, 2, · · ·

com condições iniciais P−1(x) = 0 e P0(x) = 1, onde (βn)n e (γn)n são duas

sucessões de números complexos tais que γn 6= 0 para todo o n = 1, 2, · · ·.
Efectue-se a seguinte perturbação nas condições iniciais:

β0 y β0 + µ , γ1 y λγ1

com µ, λ ∈ C e λ 6= 0. Obtém-se assim uma nova sucessão de polinómios

ortogonais, denotada por (Pn(x;λ, µ))n, caracterizada pela RRTT

Pn+1(x;λ, µ) = (x− βn)Pn(x;λ, µ) − γnPn−1(x;λ, µ) , n ≥ 2
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com condições iniciais




P0(x;λ, µ) = 1

P1(x;λ, µ) = x− β0 − µ

P2(x;λ, µ) = x2 − (β0 + β1 + µ)x+ β0β1 + µβ1 − λγ1

.

Esta sucessão (Pn(x;λ, µ))n foi estudada em [23], tendo sido provado que

Pn(x;λ, µ) = λPn(x) + [(1 − λ)(x − β0) − µ]P
(1)
n−1(x) , n ≥ 1 (1.28)

e que a série formal de Stieltjes relativamente à funcional uλ,µ a respeito da

qual (Pn(x;λ, µ))n é ortogonal se pode exprimir em função da série formal de

Stieltjes associada à funcional u através da relação

Suλ,µ
(z) =

Su(z)

λ+ (µ− (1 − λ)(z − β0))Su(z)
.

Observação 1.18. Fazendo λ = 1 em (1.28), obtemos a SPOM (Pn(·;µ))n

definida por

Pn+1(x;µ) := Pn+1(x) − µP (1)
n (x) , n ∈ N ,

conhecida por sucessão co-recursiva correspondente a (Pn)n. Esta sucessão foi

introduzida e estudada por T.S. Chihara em [17], e é útil, e.g., no estudo da

regularidade de certos problemas inversos.

SPO’s obtidas por uma transformação afim da variável

Consideremos uma SPOM (Pn)n caracterizada pela relação de recorrência (1.6),

com αn = 1. Seja (P̃n)n a sucessão de polinómios ortogonais que se obtém de

(Pn)n por uma transformação afim da variável, i.e.,

P̃n(x) = cnPn

(
x− b

c

)
, n = 0, 1, 2, · · · ,

com b, c ∈ C e c 6= 0. Constata-se facilmanete que (P̃n)n satisfaz a RRTT

xP̃n(x) = P̃n+1(x) + (cβn + b)P̃n(x) + c2γnP̃n−1(x).

Além disso, no caso definido-positivo, admitindo que o suporte da medida asso-

ciada à SPOM (Pn)n é o intervalo [ξ, η], verificam-se as relações

FP̃ (z) = 1
cFP

(
z−b
c

)
, z ∈ C\[ξc+ b, ηc+ b]

dσP̃ (x) = dσP
(
x−b
c

)
, supp(σP ) = [ξc+ b, ηc+ b] ,

onde dσP̃ designa a medida de ortogonalidade da SPOM (P̃n)n, FP̃ a correspon-

dente função de Stieltjes e dσP é a medida de ortogonalidade correspondente à

SPOM (Pn)n à qual corresponde a função de Stieltjes FP .
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1.5 Polinómios ortogonais semiclássicos

As SPO’s mais estudadas na literatura são, inquestionavelmente, as familías

clássicas de Hermite, Laguerre, Bessel e Jacobi (que incluem os polinómios de

Chebyshev e de Legendre). Por sua vez, as SPO’s clássicas são um caso parti-

cular das chamadas SPO’s semi-clássicas, introduzidas por J. Shoat e exaustiva-

mente estudadas por diversos autores, com particular destaque para P. Maroni.

Nesta secção recordam-se algumas das propriedades das SPO’s semiclássicas.

Definição 1.19. Uma funcional u ∈ P ′ diz-se semiclássica se:

(i) u é regular;

(ii) existem dois polinómios φ e ψ, não identicamente nulos, tais que

D(φu) = ψu . (1.29)

Uma SPO associada a uma funcional semiclássica diz-se uma SPO semiclássica.

Note-se que a definição anterior implica que grψ ≥ 1.

Uma quantidade importante no estudo de uma funcional semiclássica u é a

a classe de u, que é definida como sendo o número inteiro não negativo

s := min
(φ,ψ)∈A

max {grφ− 2, grψ − 1} ,

onde A é o conjunto de todos os pares de polinómios (φ, ψ), com grψ ≥ 1

satisfazendo a equação (distribucional) (1.29). Também se diz que uma SPO

semiclássica tem classe s quando a classe da correspondente funcional é s.

Quando s = 0, u diz-se funcional clássica e a correspondente SPO diz-se SPO

clássica. É bem conhecido (cf. e.g. [48]) que, a menos de uma transformação

afim das variáveis, se obtêm os polinómios de Hermite, (Hn)n, no caso φ ≡
const.; os polinómios de Laguerre, (L

(α)
n )n, no caso grφ = 1; os polinómios de

Jacobi, (P
(α,β)
n )n, no caso grφ = 2 e φ com dois zeros distintos; e os polinómios

de Bessel, (B
(α)
n )n , no caso grφ = 2 e φ com um zero duplo. Além disso podem

tomar-se para φ e ψ as formas canónicas indicadas na Tabela 1.1.

Pn φ ψ Restrições

Hn 1 −2x —

L
(α)
n x −x+ α+ 1 α6=−n , n≥1

P
(α,β)
n 1 − x2 −(α+ β + 2)x+ β − α α6=−n , β 6=−n , α+β+16=−n , n≥1

B
(α)
n x2 (α+ 2)x+ 2 α6=−n , n≥2

Tabela 1.1: Classificação das SPO’s clássicas
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Em geral, provar a regularidade de uma dada funcional linear em P ′ pode ser

uma tarefa difícil. No entanto, para as funcionais lineares clássicas é conhecido

o seguinte critério [55]: dada uma funcional não nula u ∈ P ′, então u é clássica

se e só se existem dois polinómios não nulos φ ∈ P2 e ψ ∈ P1 que satisfazem a

equação diferencial distribucional (1.29) e as condições

ψ′
n/2 6= 0 , φ

(
−ψn(0)

ψ′
n

)
6= 0 para todo o n = 0, 1, 2, . . . ,

onde ψν(x) := ψ(x) + νφ′(x) para todo o número real ν.

Observação 1.20. Por vezes, na literatura, impõe-se na definição de funcional

semiclássica que o par (φ, ψ) satisfaça (1.29) e que além disso seja um par

admissível, no sentido de se verificar a condição

na+ p 6= 0 para todo o n = 0, 1, 2, · · ·

onde a e p são os coeficientes principais de φ e ψ (resp.). J. C. Medem [71]

encontrou uma funcional regular u e um par de polinómios não-admissível (φ, ψ)

satisfazendo (1.29). Por esta razão omitimos a condição de admissibilidade na

definição de funcional semiclássica. Notemos, no entanto, que esta condição

é sempre verificada para funcionais clássicas [62], uma vez que neste caso é

equivalente à condição ψ′
n/2 6= 0 para todo o n = 0, 1, 2, · · ·.

Se u ∈ P ′ é uma funcional semiclássica, então satisfaz a equação (1.29)

para algum par de polinómios (φ, ψ), com grψ ≥ 1. Para tal par (φ, ψ), o

número s̃ := max {grφ− 2, grψ − 1} não é necessariamente a classe de u (nestas

condições apenas se pode afirmar que u é de classe quando muito s̃). No entanto,

uma vez encontrado um par (φ, ψ) satisfendo (1.29), a classe de u pode ser

determinada através de um algoritmo que é construído com base na seguinte

propriedade [61]: Se u é uma funcional semiclássica que satisfaz (1.29) para um

certo par (φ, ψ), então a classe de u é max {grφ− 2, grψ − 1} se e só se

∏

c∈Zφ

(
|ψ(c) − φ′(c)| + |〈u, θcψ − θ2cφ〉|

)
> 0 , (1.30)

onde Zφ := {c ∈ C : φ(c) = 0} e

θcq(x) :=
q(x) − q(c)

x− c
, q ∈ P . (1.31)

O algoritmo que permite determinar a classe de uma dada funcional semiclássica,

dado um par (φ, ψ) que verifica (1.29), pode ser descrito como se segue. Se o
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par (φ, ψ) satisfaz (1.30), então a classe de u é max {grφ− 2, grψ − 1}. Se não,

escolhemos um zero d de φ tal que

ψ(d) − φ′(d) = 0 e 〈u, θdψ − θ2dφ〉 = 0 (1.32)

e defina-se φ̃ := θdφ e ψ̃ := θdψ − θ2dφ. Então u satisfaz D(φ̃u) = ψ̃u e

s̃ := max{gr φ̃ − 2, gr ψ̃ − 1} < max {grφ− 2, grψ − 1}. Assim, se se verificar

(1.30) para os polinómios φ̃ e ψ̃, então s̃ é a classe de u. Se não, escolhemos

um zero e de φ̃ tal que (1.32) se verifica para estes polinómios φ̃ e ψ̃ (com d

substituído por e) e procede-se sucessivamente como anteriormente.

Para concluir esta secção, observamos que as funcionais semiclássicas podem

ser caracterizadas de diferentes formas (veja-se e.g. [61]). Uma das caracter-

izações mais importantes destas funcionais envolve a série formal de Stieltjes

Su(z) associada, definida por (1.5). De facto, uma funcional regular u ∈ P ′

é semiclássica se e só se existem polinómios φ, C e D tais que Su é a solução

(formal) da equação diferencial linear de primeira ordem não homogénea

φ(z)S′
u
(z) = C(z)Su(z) +D(z) . (1.33)

Além disso, se φ, C e D são polinómios primos entre si, então a classe de u é

dada por

s = max{grC − 1, grD} .

Observação 1.21. A menos de factores comuns, o polinómio φ que figura em

(1.33) é o mesmo que aparece em (1.29), e os polinómios C e D podem obter-se

através das relações

C(z) = ψ(z) − φ′(z), D(z) = (uθ0ψ)(z) − (uθ0φ)′(z) .
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Capítulo 2

SPO’s com derivadas

linearmente relacionadas

2.1 Introdução

Nas últimas duas décadas, os chamados polinómios ortogonais de Sobolev foram

objecto de elevado interesse. Trata-se de sucessões de polinómios ortogonais a

respeito de produtos internos do tipo

〈f, g〉 :=
N∑

ν=0

∫

R

f (ν)g(ν) dµν ,

onde µ0, · · · , µN são medidas de Borel positivas com suportes infinitos conti-

dos num intervalo de R e cujos momentos de todas as ordens são finitos, i.e.,
∫

R
|x|s dµν < ∞ para s = 0, 1, 2, · · · e ν = 0, 1, · · · , N . Este tipo de ortogonali-

dade tem sido objecto de intenso estudo, quer do ponto de vista algébrico, quer

do ponto de vista analítico, especialmente após um importante trabalho de A.

Iserles, P. E. Koch, S. P. Nørsett, e J. M. Sanz-Serna [35], no qual se introduziu

a noção de par coerente de medidas (conceito associado ao produto interno de

Sobolev anterior no caso especial N = 1). Uma generalização desta noção será

o assunto central do capítulo seguinte. Este estudo pode ser motivado por prob-

lemas inversos da Teoria dos Polinómios Ortogonais descritos por relações de

estrutura álgébricas diferenciais ligando as SPO’s associadas às medidas que

aparecem na definição do produto interno de Sobolev. Neste capítulo analisa-se

um destes problemas inversos. O problema é o seguinte:

21
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(P1) Sejam (Pn)n e (Qn)n duas SPOM’s cujas derivadas de ordem m e k

(resp.) satisfazem a relação algébrica

N∑

i=0

ri,n Ṗ
(m)
n−i+m(x) =

M∑

i=0

si,nQ̇
(k)
n−i+k(x)

para todo o n ≥ max{M,N}, onde M e N são números inteiros não negativos,

e ri,n e si,n são números complexos, com a convenção ri,n = si,n = 0 se n < i.

Caracterizar as funcionais lineares (regulares) u e v correspondentes (resp.) às

sucessões (Pn)n e (Qn)n.

Adoptou-se a notação Ṗ (m) para representar a derivada de ordem m de um

polinómio P , para evitar eventuais confusões de notação, por termos reservado

a notação P (m) para designar polinómios associados de uma dada SPO.

Neste capítulo apresenta-se a solução para o problema (P1), remetendo-se

para o capítulo 3 uma ligação com a ortogonalidade de Sobolev.

Vários trabalhos poderiam aqui ser referidos como motivação para o es-

tudo do problema (P1), referências que serão oportunamente feitas no âm-

bito do estudo a realizar no capítulo 3. Em especial, o estudo deste problema

foi fortemente motivado pelo desejo de generalizar resultados estabelecidos por

M. Alfaro, F. Marcellán, A. Pena, e M.L. Rezola [1, 2] −onde se analisaram

SPO’s satisfazendo uma relação algébrica do tipo acima no caso especial em

que k = m = 0 e M = N = 1, incluindo a análise do correspondente prob-

lema directo e a discussão em torno da questão da regularidade−, bem como os

resultados apresentados por J. Petronilho em [79].

Referira-se, ainda, que problemas inversos semelhantes a (P1), descritos por

relações de estrutura envolvendo duas SPO’s e suas derivadas, têm atraído a

atenção de vários autores, quer sob o ponto de vista algébrico, quer sob o ponto

de vista analítico. Exemplos importantes apareceram nos trabalhos [11, 12]

onde, em especial, S. Bonan, D. Lubinsky e P. Nevai caracterizaram as medidas

de Borel positivas associadas às SPO’s (Pn)n e (Rn)n tais que existem números

inteiros não negativos s e t, e um polinómio φ de grau t, tais que

φ(x)R′
n+1(x) =

n+t∑

i=n−s
λn,iPi(x) , n ≥ s

onde os λn,i’s são números reais tais que λn,n−i 6= 0 para n ≥ s, com a con-

venção λn,i = 0 se i < 0. O resultado principal provado em [12] estabelece que

as medidas de ortogonalidade envolvidas estão relacionadas por uma modifi-

cação racional a menos de uma medida discreta com suporte finito (propriedade
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analítica). Do ponto de vista algébrico, em [47] F. Marcellán, A. Branquinho e

J. Petronilho provaram que ambas as sucessões (Pn)n e (Rn)n são, necessaria-

mente, SPO’s semiclássicas.

2.2 Solução do Problema (P1)

No que se segue, utiliza-se a notação

P [m]
n (x) :=

Ṗ
(m)
n+m(x)

(n+ 1)m
(n,m = 0, 1, 2, · · ·) ,

onde (a)n denota o símbolo de Pochhammer: para a > 0 e n ∈ N0,

(a)0 := 1 e (a)n :=
Γ(a+ n)

Γ(a)
= a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) ,

onde Γ designa a função Gamma. Note-se que P [m]
n (x) é um polinómio mónico

de grau n na variável x. Se n < 0 convenciona-se P [m]
n (x) := 0.

Teorema 2.1. Sejam (Pn)n e (Qn)n duas SPOM’s e suponha-se que existem

dois números inteiros não negativos N e M , e números complexos ri,n e sj,n

(i = 1, · · · , N ; j = 1, · · · ,M ; n = 0, 1, · · ·), com a convenção ri,n = 0 se n < i

e sj,n = 0 se n < j, tais que

P [m]
n (x) +

N∑

i=1

ri,nP
[m]
n−i(x) = Q[k]

n (x) +

M∑

j=1

sj,nQ
[k]
n−j(x) (2.1)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Sem perda de generalidade, considere-se 0 ≤ m ≤ k.

Designe AN+M := [ai,j ]
N+M
i,j=1 a matriz de ordem N +M definida por

ai,j =






rj−i,j−1 , se 1 ≤ i ≤M ∧ i ≤ j ≤ N + i

sj−i+M,j−1 , se M + 1 ≤ i ≤M +N ∧ i−M ≤ j ≤ i

0 , nos restantes casos

(2.2)

e a convenção r0,κ = s0,ν = 1 (κ = 0, · · · ,M − 1; ν = 0, · · · , N − 1). Assuma-se

ainda que se verificam as seguintes condições

rN,M+N+i sM,M+N+i 6= 0 (i = 0, 1) , det AN+M 6= 0 .

Nestas condições, existem polinómios ΦM+m+i e ΨN+k+i, de graus M +m+ i

e N + k + i (resp.), tais que

Dk−m (ΦM+m+iu) = ΨN+k+iv , i = 0, 1 , (2.3)
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onde u e v designam as funcionais regulares em P ′ a respeito das quais (Pn)n

e (Qn)n são ortogonais (resp.).

Demonstração. Sejam (an)n e (bn)n as base duais associadas à SPO’s (Pn)n e

(Qn)n, respectivamente. De acordo com (1.22), podemos escrever

an =
Pn

〈u, P 2
n〉

u , bn =
Qn

〈v, Q2
n〉

v (2.4)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Tendo em conta (2.1), defina-se o polinómio

Rn(x) :=

N∑

i=0

ri,nP
[m]
n−i(x) =

M∑

i=0

si,nQ
[k]
n−i(x) , (2.5)

com a convenção r0,n = s0,n = 1 para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Note-se que Rn

tem grau n para todo o n. Sejam (cn)n, (en)n e (dn)n as bases duais associadas

à sucessões polinomiais (Q
[k]
n )n, (P

[m]
n )n e (Rn)n, respectivamente. Então

en =
∑

j≥0

λn,jdj , n = 0, 1, 2, · · · , (2.6)

onde, de acordo com (2.5),

λn,j = 〈en, Rj〉 =

N∑

i=0

ri,j〈en, P [m]
j−i(x)〉 =





rj−n,j , se n ≤ j ≤ n+N

0 , caso contrário .

Assim, (2.6) reduz-se a

en =

n+N∑

j=n

rj−n,jdj , n = 0, 1, 2, · · · . (2.7)

De modo análogo se mostra que

cn =
n+M∑

j=n

sj−n,jdj , n = 0, 1, 2, · · · . (2.8)

Agora, considerando as equações (2.7) para n = 0, 1, · · · ,M − 1 e (2.8) para

n = 0, 1, · · · , N − 1, obtém-se o seguinte sistema de equações lineares

AM+N




d0

...

dM−1

dM

...

dM+N−1




=




e0

...

eM−1

c0

...

cN−1




, (2.9)
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onde AM+N = [aij ]
N+M
i,j=1 , com aij definido em (2.2). Como det (AM+N ) 6= 0,

resolvendo (2.9) a respeito de di obtém-se

di = ℓi,0e0 + · · · + ℓi,M−1eM−1 + ℓi,Mc0 + · · · + ℓi,M+N−1cN−1 (2.10)

para i = 0, 1, · · · ,M +N −1, onde ℓi,j (j = 0, 1, · · · ,M +N −1) são constantes.

Considere-se agora o sistema formado pelas duas equações que se obtêm de

(2.7) para n = M e de (2.8) para n = N . Multiplicando a primeira destas duas

equações por sM,M+N e a segunda por rN,M+N , e subtraindo em seguida as

equações resultantes, obtém-se

sM,M+NeM − rN,N+McN = ℓ1dK + · · · + ℓM+N−KdN+M−1, (2.11)

onde K := min{N,M} e ℓ1, · · · , ℓM+N−K são constantes. Então, substituindo

dK , · · · ,dN+M−1 dado por (2.10) no segundo membro de (2.11), obtém-se

α0e0 + · · · + αM−1eM−1 + sM,M+NeM

= β0c0 + · · · + βN−1cN−1 + rN,N+McN ,
(2.12)

onde α0, · · · , αM−1, β0, · · · , βN−1 são constantes. Tomando a derivada de ordem

k em ambos os membros de (2.12), tendo em conta as relações

Dk
cn = (−1)k(n+ 1)kbn+k , (2.13)

Dm
en = (−1)m(n+ 1)man+m , (2.14)

e uma vez que se assume que m ≤ k, de (2.4) obtém-se

Dk−m (ΦM+mu) = ΨN+kv , (2.15)

onde

ΦM+m(x) := (−1)m
(M + 1)msM,N+M

〈u, P 2
M+m〉 xM+m + πM+m−1(x) ,

ΨN+k(x) := (−1)k
(N + 1)krN,N+M

〈v, Q2
N+k〉

xN+k + π̃N+k−1(x) ,

com πM+m−1 ∈ PM+m−1 e π̃N+k−1 ∈ PN+k−1. É claro que ΦM+m e ΨN+k são

polinómios de graus M +m e N + k, respectivamente.

Agora, considere-se um novo sistema com duas equações, uma das quais é

(2.7) para n = M+1 e a outra é (2.8) para n = N+1. Multiplicando a primeira

destas equações por sM,M+N+1 e a segunda por rN,M+N+1 e subtraindo em

seguida as equações resultantes, deduz-se

sM,M+N+1eM+1 − rN,N+M+1cN+1 = ℓ̃1dK+1 + · · · + ℓ̃M+N−KdN+M , (2.16)
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onde ℓ̃1, · · · , ℓ̃M+N−K são constantes. Mas, de (2.7) com n = M podemos

escrever

dN+M =
1

rN,N+M



eM −
M+N−1∑

j=M

rj−M,jdj



 ,

logo o segundo membro de (2.16) pode exprimir-se como uma combinação linear

das funcionais dK , · · ·, dN+M−1. Assim, usando (2.10), conclui-se que

α̃0e0 + · · · + α̃M−1eM−1 + sM,M+N+1eM+1

= β̃0c0 + · · · + β̃N−1cN−1 + rN,N+M+1cN+1 ,
(2.17)

onde α̃0, · · · , α̃M−1, β̃0, · · · , β̃N−1 são constantes. Finalmente, tomando a derivada

de ordem k em ambos os membros de (2.17) e tendo em conta (2.13), (2.14) e

(2.4), deduz-se

Dk−m (ΦM+m+1u) = ΨN+k+1v , (2.18)

com

ΦM+m+1(x) := (−1)m
(M + 2)msM,M+N+1

〈u, P 2
M+m+1〉

xM+m+1 + πM+m(x) ,

ΨN+k+1(x) := (−1)k
(N + 2)krN,N+M+1

〈v, Q2
N+k+1〉

xN+k+1 + π̃N+k(x) ,

onde πM+m ∈ PM+m e π̃N+k ∈ PN+k.

Observação 2.2. Considerando k = m = 0 no Teorema 2.1 obtém-se o resul-

tado principal estabelecido por J. Petronilho em [79]: u e v estão relacionadas

por uma modificação racional:

ΦMu = ΨNv .

2.3 Relação entre as séries formais de Stieltjes

A fim de explorar o significado da equação diferencial distribucional (2.3) ligando

as funcionais lineares u e v dadas pelo Teorema 2.1, é útil obter informação a

respeito dos momentos destas funcionais. Isto traduz-se por estabelecer a relação

entre as correspondentes séries formais de Stieltjes,

Su(z) := −
∑

n≥0

un
zn+1

, Sv(z) := −
∑

n≥0

vn
zn+1

,
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onde un := 〈u, xn〉 e vn := 〈v, xn〉 para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. A derivada

(formal) de ordem j de Su(z) é dada por

S(j)
u

(z) := (−1)j+1
∑

n≥0

(n+ 1)j
un

zn+1+j
. (2.19)

Notemos que dado φ ∈ P , θ0φ é definido por (1.3) com c = 0, o que implica,

tendo em conta (1.4), que uθ0φ é o polinómio definido por

(uθ0φ)(z) =

〈
uξ,

z(θ0φ)(z) − ξ(θ0φ)(ξ)

z − ξ

〉
.

Teorema 2.3. Nas condições do Teorema 2.1 verificam-se as igualdades

ΨN+k+i(z)Sv(z) − (ΦM+m+i(z)Su(z))
(k−m)

= B(z; i) , i = 0, 1 (2.20)

onde B(·; 0) e B(·; 1) são polinómios em z, dados explicitamente por

B(z; i) = (uθ0ΦM+m+i)
(k−m)(z) − (vθ0ΨN+k+i)(z) , i = 0, 1 ,

com grB(·; i) ≤ i− 1 − k + max{M + 2m,N + 2k} para i = 0, 1.

Demonstração. Provaremos (2.20) para i = 0. O caso i = 1 demonstra-se de

forma análoga. De (2.3) com i = 0 obtém-se

〈Dk−m(ΦM+mu), xn〉 = 〈ΨN+kv, x
n〉 , n = 0, 1, 2, · · · .

Pondo

ΦM+m(z) =
M+m∑

ν=0

aνz
ν e ΨN+k(z) =

N+k∑

ν=0

bνz
ν ,

obtém-se a seguinte relação linear entre as funcionais u e v:

(−1)k−m
M+m∑

ν=0

aν (n− k +m+ 1)k−m un−k+m+ν =

N+k∑

ν=0

bνvn+ν

para n = 0, 1, 2, · · ·. Multiplicando ambos os membros desta igualdade por

z−n−1 e somando para n = 0, 1, 2, · · ·, deduz-se

(−1)k−m
M+m∑

ν=0

aν
∑

n≥0

(n− k +m+ 1)k−m
un−k+m+ν

zn+1
=

N+k∑

ν=0

bν
∑

n≥0

vn+ν

zn+1
.

(2.21)

Mas,

∑

n≥0

vn+ν

zn+1
= −zν

(
Sv(z) +

ν−1∑

n=0

vn
zn+1

)
, ν = 0, · · · , N + k (2.22)
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e, para ν = 0, · · · ,M +m, tem-se

zk−m−ν
∑

n≥0

(n− k +m+ 1)k−m
un−k+m+ν

zn+1

=
∑

n≥0

(n+ 1)k−m
un+ν

zn+ν+1

=
k−m∑

j=0

(
k −m

j

)
(−ν)k−m−j

∑

n≥0

(n+ ν + 1)j
un+ν

zn+ν+1

=

k−m∑

j=0

(
k −m

j

)
(−ν)k−m−j

(
(−1)j+1zjS(j)

u
(z) −

ν−1∑

n=0

(n+ 1)j
un
zn+1

)
,

(2.23)

sendo a segunda igualdade precedente justificada tomando p = k −m, α = −ν
e β = n+ ν + 1 na seguinte fórmula análoga à fórmula da binomial [7, pg.70]

(α+ β)p =

p∑

j=0

(
p

j

)
(α)p−j (β)j ,

a qual se verifica para todos os números complexos α e β e para todo o número

inteiro não negativo p. Substituindo (2.22) e (2.23) em (2.21), e tendo em

conta que, para um dado polinómio φ de grau p, digamos, φ(z) =
∑p
ν=0 cνz

ν, o

polinómio uθ0φ admite a representação explícita

(uθ0φ)(z) =

p−1∑

ν=0

cν+1

ν∑

n=0

unz
ν−n =

p−1∑

ν=0

(
p−1∑

n=ν

cν+1un−ν

)
zν ,

obtém-se o resultado desejado.

Teorema 2.4. Nas condições do Teorema 2.3, se k > m então

k−m∑

ν=0

Aν(z)S
(ν)
u

(z) = B(z) , (2.24)

isto é, Su(z) é a solução (formal) de uma equação diferencial ordinária não-

homogenea de ordem k −m com coeficientes polinomiais, dados por

Aν(z) :=
(
k−m
ν

) [
ΨN+k(z)Φ

(k−m−ν)
M+m+1 (z) − ΨN+k+1(z)Φ

(k−m−ν)
M+m (z)

]
,

B(z) := ΨN+k+1(z)B(z; 0) − ΨN+k(z)B(z; 1) ,

onde
grAν ≤ N +M + 2m+ 1 + ν , ν = 0, · · · , k −m ,

grB ≤ N + max{M + 2m,N + 2k} .

Demonstração. Considerem-se as duas equações resultantes de (2.20) para i = 0

e i = 1. Multiplicando ambos os membros da primeira destas equações por
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Ψn+k+1(z) e os da segunda por Ψn+k(z), e subtraindo em seguida as equações

resultantes, obtém-se

ΨN+k(z) (ΦM+m+1Su)(k−m) (z) − ΨN+k+1(z) (ΦM+mSu)(k−m) (z) = B(z) ,

o que prova (2.24), tendo em conta a regra de Leibniz para a derivada de um

produto.

Observação 2.5. Resolvendo (formalmente) a equação diferencial (2.24) obtém-

se Su(z). Logo utilizando a equação (2.20) também se obtém Sv(z).

2.4 O caso k = m + 1

Carácter Semiclássico

O caso em que k = m + 1 no Teorema 2.1 é particularmente interessante,

uma vez que nesta situação ambas as funcionais u e v são funcionais lineares

semiclássicas. Note-se que se k = m + 1 então o Teorema 2.4 mostra que Su

satisfaz uma equação diferencial ordinária do tipo (1.33), o que permite concluir

imediatamente que u é uma funcional semiclássica. Nas proposições seguintes

mostra-se que v é também uma funcional semiclássica e, além disso, cada uma

das funcionais u e v é uma modificação racional uma da outra.

Teorema 2.6. Nas condições do Teorema 2.1, se k = m+ 1 e (Pn)n ≡ (Qn)n,

então u e v diferem por um factor constante (não nulo) e

D(ΦM+mu) = ΨN+m+1u ,

isto é, u é semiclássica de classe quando muito max{M +m− 2, N +m}.

Observação 2.7. O caso especial m = 0, N = 0 e M = 2 no Teorema 2.6,

dá uma conhecida caracterização para os polinómios ortogonais clássicos, que

estabelece que as SPO’s clássicas são as únicas SPO’s tais que cada polinómio é

uma combinação linear de derivadas de três polinómios consecutivos da mesma

família (ver e.g.[48]).

Quando (Pn)n 6≡ (Qn)n verifica-se o seguinte Teorema:

Teorema 2.8. Nas condições do Teorema 2.1, suponha-se que k = m + 1.

Então u e v são funcionais semiclássicas de classes quando muito N +M +2m
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e N+3M+4m (resp.), as quais estão relacionadas por uma modificação racional.

Mais precisamente, verificam-se as relações

Λu = Φv , (2.25)

D (Φu) = Ψu , (2.26)

D
(
Φ̃v

)
= Ψ̃v , (2.27)

onde

Λ := ΦM+mΦ′
M+1+m − ΦM+1+mΦ′

M+m ∈ P2(M+m) ,

Φ := ΦM+mΨN+2+m − ΦM+1+mΨN+1+m ∈ PN+M+2m+2

Ψ := Ψ′
N+2+mΦM+m − Ψ′

N+1+mΦM+1+m ∈ PN+M+2m+1 ,

Φ̃ := ΛΦ ∈ PN+3M+4m+2 , Ψ̃ := 2Λ′Φ + Λ(Ψ − Φ′) ∈ PN+3M+4m+1 .

Demonstração. Do Teorema 2.1 obtém-se

D (ΦM+mu) = ΨN+1+mv , D (ΦM+1+mu) = ΨN+2+mv (2.28)

donde se deduzem facilmante as igualdades (2.25) e (2.26). Para provar (2.27)

note-se primeiramente que, atendendo a (2.25), é

D
(
Φ̃v

)
= D (Λ (Φv)) = Λ′Φv + ΛD (Λu) .

Consequentemente, e tendo em conta que

D (Λu) = D
(
Φ′
M+1+m (ΦM+mu)

)
−D

(
Φ′
M+m (ΦM+1+mu)

)

= Φ′′
M+1+mΦM+mu + Φ′

M+1+mΨN+1+mv

−Φ′′
M+mΦM+1+mu− Φ′

M+mΨN+2+mv

= Λ′
u + (Ψ − Φ′)v ,

obtém-se o resultado pretendido.

Observação 2.9. Permanece em aberto o problema de saber se as funcionais

u e v ainda são semiclássicas no caso em que k > m+ 1.

Observação 2.10. Os números N +M +2m e N +3M +4m que aparecem no

Teorema 2.8 são limites superiores para a classe das funcionais semiclássicas

u e v. Para famílias concretas de SPO’s estes números podem não coincidir

com a classe das funcionais u e v. Um exemplo que ilustra esta situação é

apresentado abaixo.
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Observação 2.11. Se as funcionais regulares u e v que figuram no Teorema

2.8 forem definidas-positivas, existem duas medidas de Borel positivas dµ1 e

dµ2, cujos suportes são cojuntos infinitos e com momentos de todas as ordens

finitos, tais que u e v admitem as representações integrais

〈u, f〉 =

∫ +∞

−∞
f dµ1 , 〈v, f〉 =

∫ +∞

−∞
f dµ2 , f ∈ P .

Nestas condições, assumido ainda que u e v são definida-positivas e que todos

os zeros do polinómio Λ são reais e distintos, digamos, x1 < x2 < · · · < xν

(ν := grΛ ≥ 1) e que estão todos fora do invólucro convexo do suporte de

dµ1, pode mostrar-se (ver Apêndice A) que a equação (2.25) conduz à seguinte

relação entre as medidas dµ1 e dµ2:

dµ1(x) =

∣∣∣∣
φ(x)

Λ(x)

∣∣∣∣ dµ2(x) +

grΛ∑

i=1

Miδ(x− xi) , (2.29)

com

Mi :=
1

Λ′(xi)





i∑

j=1

j−1∏

k=1

(xi − xk)u0,j −
grφ−1∑

j=0

vj
j!

(θxi
φ)

(j)
(0) − φ(xi)F (xi, dµ2)





onde u0,j :=
(∏grΛ−j

i=1 (x− xgrΛ−i+1)u
)

0
, j = 1, · · · , grΛ. Aqui, θxi

é o operador

definido como em (1.3) e F (·; dµ2) é a transformada de Stieltjes associada à

medida dµ2, definida por (1.16). Naturalmente, se todos os zeros do polinómio

Φ são reais e distintos, então uma equação análoga a (2.29) pode ser escrita

expressando dµ2 em função de dµ1.

Um exemplo

Apresenta-se de seguida um exemplo ilustrativo que mostra que as provas dos

Teoremas 2.1 e 2.8 são construtivas. Considerem-se duas SPOM’s (Pn)n e (Qn)n

e suponha-se que tais sucessões satisfazem a relação

Pn + rnPn−1 =
Q′
n+1

n+ 1
+ sn

Q′
n

n
, n = 1, 2, · · · (2.30)

onde (rn)n e (sn)n são sucessões de números reais tais que

r1 = 1
6 , r2 = 4

15 , r3 = 9
28 , s1 = − 1

3 , s2 = − 2
5 , s3 = − 3

7 ,

sendo os primeiros cinco polinómios da família (Qn)n dados por

Q0(x) = 1 , Q1(x) = x , Q2(x) = x2 − 1
3 ,

Q3(x) = x3 − 3
5x , Q4(x) = x4 − 6

7x
2 + 3

35 .
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Nestas condições, os Teoremas 2.1 e 2.8 permitem caracterizar completamente

ambas as SPO (Pn)n e (Qn)n. Os detalhes dos cálculos a efectuar serão aqui

omitidos e remetidos para o Apêndice B. Note-se, primeiramente, que a relação

(2.30) corresponde a uma situação onde k = 1, m = 0 e N = M = 1. Da

demonstração do Teorema 2.1 deduz-se (ver Apêndice B.1)

Φ1(x) = − 8
3x+ 8

3 , Ψ2(x) = −6x2 − 4x+ 2 ,

Φ2(x) = − 225
16 x

2 + 225
8 x− 225

16 , Ψ3(x) = − 675
16 x

3 + 675
16 x ,

(2.31)

logo das relações (2.26) e (2.27) no Teorema 2.8 obtém-se

D
(
(x2 − 1)2 u

)
= 6

(
x2 − 1

) (
x− 1

3

)
u ,

D
(
(x+ 1)2(x− 1)4 v

)
= 6(x+ 1)(x− 1)3

(
x+ 1

3

)
v .

(2.32)

Assim, u e v são funcionais semiclássicas de classes quando muito 2 e 4 (resp.).

Aplicando o algoritmo de redução da classe descrito na secção 1.5, deduz-se que

u e v satisfazem as equações (ver Apêndice B.2)

D
(
(1 − x2)u

)
= 2 (1 − 2x)u , D

(
(1 − x2)v

)
= −2xv. (2.33)

Consequentemente, u e v são funcionais clássicas, e decorre imediatamente por

comparação com a Tabela 1.1 que (Pn)n é uma SPOM de polinómios de Jacobi

e (Qn)n a SPOM dos polinómios de Legendre:

Pn ≡ P̂ (0,2)
n , Qn ≡ P̂ (0,0)

n ≡ L̂n .

A relação (2.30) entre os polinómios P̂ (0,2)
n e L̂n é conhecida, e pode obter-se

como um caso especial da família J1,2 considerada em [21, pg. 251].



Capítulo 3

Pares (M,N )−coerentes

3.1 Introdução

No capítulo 2 estabeleceram-se relações entre as funcionais (regulares) u e v,

associadas a duas SPOM’s, (Pn)n e (Qn)n, cujas derivadas de ordem m e k

satisfazem uma relação de estrutura do tipo

N∑

i=0

ri,n Ṗ
(m)
n−i+m(x) =

M∑

i=0

si,nQ̇
(k)
n−i+k(x) (3.1)

para todo o número inteiro n ≥ max{M,N}, onde M e N são números in-

teiros não negativos e ri,n e si,n são números complexos que satisfazem certas

condições, com a convenção ri,n = si,n = 0 se n < i (cf. Teorema 2.1). A

relação algébrica (3.1) aparece de modo natural relacionada com a teoria dos

polinómios ortogonais de Sobolev, na situação em que as funcionais u e v ad-

mitem representações integrais em termos de duas medidas de Borel positivas

µ1 e µ2 (resp.), as quais permitem definir o produto interno de Sobolev

〈f, g〉S =

∫ +∞

−∞
f g dµ2 + λ

∫ +∞

−∞
f ′ g′ dµ1 , (3.2)

onde se assume λ > 0 e que µ1 e µ2 têm suporte contido num intervalo I ⊂ R.

O estudo de SPO’s a respeito de produtos internos de Sobolev começou em

1947 com um artigo pioneiro de D. C. Lewis [44] relacionado com o estudo de

um problema de aproximação dos mínimos quadrados a respeito de um produto

interno que pode ser visto como um caso especial de um produto interno de

Sobolev. Em 1962 P. Althammer [5] publicou um trabalho que é apontado

como o primeiro trabalho exclusivamente centrado neste tipo de ortogonalidade,

33
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considerando explicitamente um produto interno da forma (3.2), onde dµ1 =

dµ2 = χ(−1,1)dx (medida de Lebesgue suportada no intervalo [−1, 1]) e λ ≥ 0,

sendo os correspondentes polinómios ortogonais de Sobolev designados, hoje

em dia, por polinómios ortogonais de Legendre-Sobolev. Após o trabalho de

Althammer vários autores estudaram SPO’s a respeito de produtos internos

do tipo (3.2). Um problema que atraiu a atenção dos investigadores foi o de

encontrar a melhor aproximação no sentido dos mínimos quadrados a respeito

do produto interno (3.2), para funções f ∈W 1,2[I, dµ1, dµ2], onde

W 1,2[I, dµ1, dµ2] :=
{
f : I → R | f ∈ L2

µ2
(I) , f ′ ∈ L2

µ1
(I)
}
,

por funções polinomiais do espaço Pn. E. A. Cohen [20] introduziu a designação

“Sobolev space” neste domínio de investigação. A ortogonalidade de tipo Sobolev

atraiu atenção considerável, especialmente após a publicação de dois trabalhos

de A. Iserles, P. E. Koch, S. P. Nørsett, e J. M. Sanz-Serna [34, 35], nos quais

os autores se centram na análise dos coeficientes de Fourier-Sobolev de funções

f ∈ W 1,2[I, dµ1, dµ2] a respeito da SPOM de Sobolev associada, sob a hipótese

de {dµ2, dµ1} ser um par coerente de medidas, num sentido introduzido em

[35], e que se caracteriza por as SPOM’s associadas a µ1 e µ2 satisfazerem uma

relação de estrutura do tipo

Pn =
Q′
n+1

n+ 1
+ snQ

′
n , n = 0, 1, 2, · · · ,

onde (sn)n é uma sucessão de números não nulos, ou seja, trata-se de uma situ-

ação em que (N,M,m, k) = (0, 1, 0, 1) em (3.1). K. H. Kwon, J. H. Lee e F.

Marcellán [42] estudaram os polinómios ortogonais de Sobolev associados a uma

relação do tipo (3.1) com (N,M,m, k) = (0, 2, 0, 1) e A. M. Delgado e F. Mar-

cellán [21] estudaram o caso (N,M,m, k) = (1, 1, 0, 1). O caso m = 0, k = 1,

N = 0 e M arbitrário foi analisado por F. Marcellán, A. Martínez-Finkelshtein

e J. Moreno- Balcázarem [51], dando origem ao conceito de k−coerência (desi-

gnação introduzida em [51], embora, de acordo com a notação que aqui se adop-

tou, se devesse, mais propriamente, escrever M−coerência).

Resumos históricos sobre a Teoria dos Polinómios Ortogonais de Sobolev

podem ser encontrados, e.g., no artigo [68] de H. G. Meijer, na dissertação

de doutoramento de J. Moreno-Balcázar [70] e, ainda, na introdução do artigo

[25] de W. Gautschi e M. Zhang. Uma lista contendo um elevado número de

referências bibliogáficas sobre ortogonalidade de Sobolev foi compilada por F.

Marcellán e A. Ronveaux [58].
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3.2 Pares (M, N)−coerentes

Nesta secção introduz-se uma generalização da noção de coerência (introduzida

em [35]) que abarca também a noção de k−coerência (introduzida em [51]).

Definição 3.1. Sejam u e v duas funcionais regulares em P ′ e designem (Pn)n

e (Qn)n as correspondentes SPOM’s (respectivamente). Sejam M e N dois

números inteiros não negativos. Diz-se que (v,u) é um par (M,N)−coerente

se existirem números reais r1,n, · · · , rN,n e s1,n, · · · , sM,n, com rN,n 6= 0 para

n ≥ N e sM,n 6= 0 para n ≥M , tais que

Pn(x) +
N∑

i=1

ri,nPn−i(x) =
Q′
n+1(x)

n+ 1
+

M∑

j=1

sj,n
Q′
n−j+1(x)

n− j + 1
(3.3)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, com a convenção

ri,n = 0 para n < i ≤ N e sj,n = 0 para n < j ≤M . (3.4)

Nestas condições, também se diz que ((Qn)n, (Pn)n) é um par (M,N)−coerente.

Observação 3.2. Em (3.3), adoptam-se as convenções
Q′

n−j+1(x)

n−j+1 ≡ 0 quando

n− j + 1 ≤ 0 e Pn−i ≡ 0 quando n− i < 0.

Observação 3.3. No caso definido-positivo as funcionais u e v que figuram na

definição precedente admitem representações integrais caracterizadas por medi-

das de Borel positivas (com momentos de todas as ordens finitos e cujos su-

portes são conjuntos infinitos), digamos, dµ1 e dµ2 (resp.). Nestas condições,

sendo (v,u) um par (M,N)−coerente, também se diz que {dµ2, dµ1} é um par

(M,N)−coerente de medidas.

Após o aparecimento da noção de coerência [35], surgiram várias genera-

lizações deste conceito, as quais podem ser vistas como casos especiais da

(M,N)−coerência. De facto, a coerência corresponde ao caso N = 0 e M = 1;

o caso N = 0 e M = 2 foi estudado por M. G. de Bruin e H. G. Meijer

[14] e por K. H. Kwon, J. H. Lee e F. Marcellán [42]; em [51] F. Marcellán,

A. Martínez-Finkelshtein e J. Moreno-Balcázar consideraram o caso N = 0 e

M = k + 1 (k ∈ N0), a já referida k−coerencia, a qual se pode identificar,

portanto, com a (k + 1, 0)−coerência; também F. Marcellán e A. Delgado [21]

realizaram um estudo detalhado do caso M = N = 1, determinando todos os

pares (1, 1)−coerentes, provando que pelo menos uma das funcionais regulares

associadas a um par (1, 1)−coerente é semiclássica de classe quando muito igual
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a um, generalizado resultados de H. G. Meijer obtidos no contexto dos pares

coerentes.

Uma outra generalização da noção de coerência foi introduzida por P. Maroni

[63] (veja-se também [64]) e por R. Sfaxi e J. Alaya [88], que consideraram uma

relação de estrutura algébrica do tipo

φ(x)Pn(x) =
n+t∑

i=n−s
λn,i

Q ′
i+1(x)

i+ 1
, n ≥ s (3.5)

(s ≥ 0; t := grφ; λn,n−s 6= 0 para todo o n ≥ s) e chamaram a um par de

SPOM’s ((Pn)n, (Qn)n) satisfazendo (3.5) um par coerente associado a φ com

índice s. Usando a RRTT a que satisfaz a SPO (Pn)n e expandindo φ(x)Pn(x)

como uma combinação linear dos polinómios Pn−t, · · · , Pn+t, conclui-se que (3.5)

se pode reescrever sob a forma (3.3), com N = 2t e M = t + s. Deste modo,

conclui-se que um par coerente associado a φ com índice s pode ser visto como

um par (M,N)−coerente.

Uma questão importante neste contexo é a da classificação das SPOM’s (ou

das correspondentes funcionais regulares) que definem pares (M,N)−coerentes.

No caso da coerência, H. G. Meijer [69] provou que se ((Qn)n, (Pn)n) é um

par coerente então ou (Pn)n ou (Qn)n é uma SPOM clássica. Além disso [49,

50, 69]: se ((Qn)n, (Pn)n) é um par coerente então ambas as sucessões (Pn)n

e (Qn)n são semiclássicas (sendo que uma destas é necessariamente clássia!).

Esta propriedade é preservada no caso das famílias (M,N)−coerentes, i.e., se

((Qn)n, (Pn)n) é um par (M,N)−coerente então ambas as sucessões (Pn)n e

(Qn)n são semiclássicas. Este facto é estabelecido no teorema seguinte e trata-

se de uma consequência imediata do Teorema 2.8 no caso em que m = 0.

Teorema 3.4. Se (v,u) é um par (M,N)−coerente então as funcionais u e v

são semiclássicas de classes quando muito N+M e N+3M (resp.), desde que a

condição rN,M+N rN,M+N+1 sM,M+N sM,M+N+1 det (AN+M ) 6= 0 se verifique,

onde a matriz AN+M é definida por (2.2), a partir dos coeficientes ri,n e sj,n

que aparecem em (3.3). Além disso, cada uma das funcionais u e v é uma

modificação racional da outra.

Observação 3.5. Quando (M,N) = (0, 0) o Teorema 3.4 recupera um famoso

resultado de W. Hahn [29] sobre uma caracterização das funcionais clássicas, e

quando (M,N) = (2, 0) obtém-se o Teorema 3.3 de [42]. Para (M,N) = (1, 1)

o teorema anterior permite recuperar resultados de [21].
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Em [69] Meijer deu a classificação completa dos pares de medidas coerentes

(e simetricamente coerentes), descrevendo todos os pares possíveis. Em parti-

cular, quando o suporte das medidas dµ1 e dµ2 são conjuntos compactos, Meijer

mostrou que pelo menos uma das medidas é de Jacobi. Com base na classifi-

cação de Meijer, em [51] construiram-se alguns exemplos não triviais de pares

k−coerentes, incluindo pares coerentes em que ambas as medidas dµ1 e dµ2 têm

suporte compacto, mas nem dµ1 nem dµ2 é a medida de Jacobi. Também, em

[21] foram descritos os pares (1, 1)−coerentes.

3.3 SPO’s de Sobolev e pares (M, N)−coerentes

Nesta secção assume-se que dµ1 e dµ2 são duas medidas de Borel positivas com

momentos de todas as ordens finitos e cujos suportes coincidem com um mesmo

conjunto infinito de números reais. Deste modo, pode-se definir o seguinte

produto interno de Sobolev no espaço P (aqui, o conjunto de todos os polinómios

de coeficientes reais)

〈f, g〉S =

∫ +∞

−∞
f g dµ2 + λ

∫ +∞

−∞
f ′ g′ dµ1 , (3.6)

onde se supõe λ ≥ 0. Note-se que (3.6) se pode reescrever sob a forma

〈f, g〉S = 〈f, g〉2 + λ〈f ′, g′〉1 ,

onde 〈·, ·〉1 e 〈·, ·〉2 são os produtos internos definidos por dµ1 e dµ2, i.e.,

〈f, g〉i =

∫ +∞

−∞
f g dµi , i = 1, 2 .

Designe (Sλn)n a sucessão dos polinómios mónicos de Sobolev, ortogonais a re-

speito do produto interno de Sobolev (3.6), obtida por aplicação do processo de

Gram-Schmidt à base canónica de P .

O próximo resultado generaliza para pares (M,N)−coerentes uma propriedade

bem conhecida para pares coerentes e k−coerentes (cf. [35, 14, 42, 51]). A prova

é uma adaptação da demonstração de [51, Prop. 1].

Teorema 3.6. Seja {dµ2, dµ1} um par de medidas (M,N)−coerente, caracter-

izado pela relação de estrutura (3.3). Seja K := max{M,N}. Então, existem

números reais tλ1,n, · · · , tλK,n tais que

Qn+1(x) +

M∑

j=1

sj,n
n+ 1

n− j + 1
Qn−j+1(x) = Sλn+1(x) +

K∑

j=1

tλj,nS
λ
n−j+1(x) (3.7)
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para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, com

tλj,n = 0 se n < j ≤ K . (3.8)

Além disso, verifica-se o seguinte:

(i) se N 6= M então tλK,n 6= 0 para todo o n ≥ K;

(ii) se N = M(= K) então tλK,n 6= 0 para todo o n ≥ K se e só se λ satisfaz

λ 6= −sK,n
rK,n

‖Qn−K+1‖2
2

(n−K + 1)2 ‖Pn−K‖2
1

para todo o n ≥ K . (3.9)

Demonstração. É bem conhecido que os coeficientes de qualquer polinómio de

Sobolev Sλn são funções racionais do parâmetro λ, onde o numerador e o denom-

inador de cada uma destas funções racionais são polinómios (em λ) do mesmo

grau. Assim, existe

Rn(x) := lim
λ→+∞

Sλn(x) , n = 0, 1, 2, · · · .

Para cada n, Rn é um polinómio de grau n. Além disso [65]

〈Rn, 1〉2 = 0 , n ≥ 1 , (3.10)

〈R′
n+1, x

m〉1 = 0 , 0 ≤ m ≤ n− 1 , n ≥ 1 . (3.11)

De (3.11) obtém-se

R′
n+1 = (n+ 1)Pn, n ≥ 1 . (3.12)

Assim, (3.3) pode reescrever-se na forma

R′
n+1

n+ 1
+

N∑

i=1

ri,n
R′
n−i+1

n− i+ 1
=
Q′
n+1

n+ 1
+

M∑

j=1

sj,n
Q′
n−j+1

n− j + 1

para todo o n ≥ 0. Primitivando ambos os membros desta igualdade e tendo

em conta (3.10) deduz-se

Rn+1

n+ 1
+

N∑

i=1

ri,n
Rn−i+1

n− i+ 1
=
Qn+1

n+ 1
+

M∑

j=1

sj,n
Qn−j+1

n− j + 1
(3.13)

para todo o n ≥ 0. Exprimindo o primeiro membro da igualdade (3.13) na base

{Sλν }n+1
ν=0 , obtém-se

Rn+1

n+ 1
+

N∑

i=1

ri,n
Rn−i+1

n− i+ 1
=
Sλn+1

n+ 1
+

n+1∑

k=1

tλk,n
n+ 1

Sλn−k+1 ,
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para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, onde os números tλk,n (k = 1, · · · , n+1) são definidos

por

∥∥Sλn−k+1

∥∥2

S

tλk,n
n+ 1

=

〈
Rn+1

n+ 1
+

N∑

i=1

ri,n
Rn−i+1

n− i+ 1
, Sλn−k+1

〉

S

, (3.14)

sendo ‖·‖S a norma associada ao produto interno de Sobolev (3.6). De (3.13) e

(3.12) deduz-se

∥∥Sλn−k+1

∥∥2

S

tλk,n
n+ 1

=
M∑

j=1

sj,n
n− j + 1

〈
Qn−j+1, S

λ
n−k+1

〉
2

+λ

N∑

i=1

ri,n

〈
Pn−i,

(
Sλn−k+1

)′〉

1

(3.15)

para todos os inteiros n = 0, 1, 2, · · · e k = 1, · · · , n + 1. Assim, fixado n,

obtém-se tλk,n = 0 para k > K, o que prova (3.7) para n ≥ 0. Partindo da

relação (3.14), a qual é válida para todo o n ≥ 0, e atendendo a (3.10) e (3.12),

conclui-se facilmente que as igualdades (3.8) se verificam. Finalmente, para

k = K := max{M,N} obtém-se

tλK,n
n+ 1

=






sM,n

n−M + 1

‖Qn−M+1‖2
2∥∥Sλn−M+1

∥∥2

S

se N < M

λrN,n(n−N + 1)
‖Pn−N‖2

1∥∥Sλn−N+1

∥∥2

S

se N > M

sN,n ‖Qn−N+1‖2
2 + λ rN,n(n−N + 1)2 ‖Pn−N‖2

1

(n−N + 1)
∥∥Sλn−N+1

∥∥2

S

se N = M ,

(3.16)

o que permite concluir a veracidade das afirmações (i) e (ii).

Observação 3.7. Sendo λ > 0, a condição (3.9) é verificada desde que se

cumpra a condição sK,nrK,n > 0 para todo o n ≥ K.

3.4 Coeficientes de Fourier-Sobolev

Nesta secção analisamos a série de Fourier-Sobolev de uma função f pertencente

a um espaço de funções apropriado, quando no produto interno de Sobolev

(3.6) {dµ2, dµ1} é um par de medidas (M,N)−coerente. Os requisitos de base

exigidos à função são f ∈ L2
µ2

e f ′ ∈ L2
µ1

. A série de Fourier-Sobolev é

f(x) ∼
∞∑

n=0

fn
sn

Sλn(x) , (3.17)
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onde, para cada n = 0, 1, 2, · · ·,

fn ≡ fn(λ) := 〈f, Sλn〉S , sn ≡ sn(λ) := 〈Sλn , Sλn〉S = ‖Sλn‖2
S . (3.18)

Os números cn ≡ cn(λ) := fn/sn são os coeficientes de Fourier-Sobolev de f

a respeito da SPOM (Sλn)n. Em [35], A. Iserles, P. E. Koch, S. P. Nørsett

e J. M. Sanz-Serna estabeleceram um algoritmo eficiente para o cálculo dos

números fn e sn (logo, para a determinação dos coeficientes de Fourier-Sobolev)

no caso em que {dµ2, dµ1} é um par de medidas coerente. Este algoritmo

foi generalizado por K. H. Kwon, J. H. Lee e F. Marcellán [42] no caso de

{dµ2, dµ1} ser um par de medidas (2, 0)−coerente. No que se segue vamos ex-

tender estes algoritmos para o caso geral em que {dµ2, dµ1} é um par de medidas

(M,N)−coerente. A construção do algoritmo baseia-se nas duas proposições

seguintes, que mostram como determinar as sucessões (fn)n e (sn)n em (3.18).

As provas destas proposições serão feitas com base na propriedade algébrica

estabelecida no Teorema 3.6.

Teorema 3.8. A sucessão (fn)n definida por (3.18) satisfaz

fn+1 +

K∑

j=1

tλj,nfn−j+1 = un (n = 0, 1, 2, · · ·) , (3.19)

onde un ≡ uλn(f) é definido por

un := 〈f,Qn+1 +

M∑

j=1

sj,n(n+ 1)

n− j + 1
Qn−j+1〉2

+ λ(n+ 1)〈f ′, Pn +

N∑

i=1

ri,nPn−i〉1 .
(3.20)

Demonstração. Por um lado, pelo Teorema 3.6, tem-se

〈f, Sλn+1〉2 = 〈f,Qn+1 +

M∑

j=1

(n+ 1)sj,n
n− j + 1

Qn−j+1〉2 −
K∑

j=1

tj,n〈f, Sλn−j+1〉2 (3.21)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, com a convenção (3.4), onde tj,n ≡ tλj,n. Por outro

lado, por (3.3) e usando o Teorema 3.6, tem-se

(n+ 1)

(
Pn +

N∑

i=1

ri,nPn−i

)
= (Sλn+1)

′ +

K∑

j=1

tj,n(Sλn−j+1)
′

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, logo

〈f ′, (Sλn+1)
′〉1 = (n+1)〈f ′, Pn+

N∑

i=1

ri,nPn−i〉1−
K∑

j=1

tj,n〈f ′, (Sλn−j+1)
′〉1 (3.22)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. De (3.21) e (3.22) obtém-se (3.19).
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Note-se que (3.19) é uma equação de diferenças não-homogénea de ordem

K. Assim, os fn’s podem ser determinados recursivamente, desde que sejam

conhecidos os tj,n’s. Note-se também que os un’s são conhecidos, uma vez que

são directamente calculados em termos da função dada, f , do parâmetro λ e da

relação (3.3) na definição de (M,N)−coerência.

Em seguida, mostra-se que os sn’s, conjuntamente com os tλj,n’s, satisfazem

um sistema de K + 1 equações de diferenças. Convenciona-se que

tλ0,n = 1 se n ≥ 0 . (3.23)

Teorema 3.9. Verificam-se as seguintes relações

sn−K+ℓ+1 t
λ
K−ℓ,n = cℓ,n −

ℓ∑

i=1

tλi,n−K+ℓ t
λ
K−ℓ+i,nsn−K+ℓ−i+1 (3.24)

para ℓ = 0, 1, · · · ,K e n = 0, 1, 2, · · ·, onde

cℓ,n :=
M∑

i=K−ℓ
s̃i,ns̃i−K+ℓ,n−K+ℓ‖Qn−i+1‖2

2

+λ(n+ 1)(n−K + ℓ+ 1)

N∑

i=K−ℓ
ri,nri−K+ℓ,n−K+ℓ‖Pn−i‖2

1 ,

(3.25)

com s̃i,n :=
(n+ 1)si,n
n− i+ 1

.

Demonstração. Fazendo k = K − ℓ em (3.15) obtém-se

sn−K+ℓ+1 t
λ
K−ℓ,n =

M∑

j=K−ℓ
s̃j,n〈Qn−j+1, S

λ
n−K+ℓ+1〉2

+λ

N∑

j=K−ℓ
(n+ 1)rj,n〈Pn−j ,

(
Sλn−K+ℓ+1

)′〉1
(3.26)

para ℓ = 0, 1, · · · ,K. Usando a definição (3.3) de (M,N)−coerência e o Teorema

3.6, deduz-se de (3.26), após alguns cálculos, que

sn−K+ℓ+1 t
λ
K−ℓ,n

=

M∑

j=K−ℓ

M∑

i=0

s̃j,ns̃i,n−K+ℓ〈Qn−j+1, Qn−K+ℓ−i+1〉2

−
M∑

j=K−ℓ

K∑

i=1

s̃j,nt
λ
i,n−K+ℓ〈Qn−j+1, S

λ
n−K+ℓ−i+1〉2

+λ(n+ 1)(n−K + ℓ+ 1)

N∑

j=K−ℓ

N∑

i=0

rj,nri,n−K+ℓ〈Pn−j , Pn−K+ℓ−i〉1

−λ(n+ 1)

N∑

j=K−ℓ

K∑

i=1

rj,nt
λ
i,n−K+ℓ〈Pn−j ,

(
Sλn−K+ℓ−i+1

)′〉1

(3.27)
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para todo o ℓ = 0, 1, · · · ,K. Usando a ortogonalidade, conclui-se que os primeiro

e terceiro termos no membro direito da igualdade (3.27) são iguais a

M∑

j=K−ℓ
s̃j,ns̃j−K+ℓ,n−K+ℓ‖Qn−j+1‖2

2

e

λ(n+ 1)(n−K + ℓ+ 1)

N∑

j=K−ℓ
rj,nrj−K+ℓ,n−K+ℓ‖Pn−j‖2

1

(respectivamente). Além disso, o segundo termo do membro à direita da igual-

dade (3.27) é igual a

ℓ∑

i=1

tλi,n−K+ℓ

M∑

j=K−ℓ+i
s̃j,n〈Qn−j+1, S

λ
n−K+ℓ+1−i〉2 .

De facto, notando que 〈Qn−j+1, S
λ
n−K+ℓ−i+1〉2 = 0 se j < K − ℓ + i ou se i >

M−K+ℓ (para quaisquer ℓ ∈ {0, · · · ,K}, i ∈ {1, · · · ,K} e j ∈ {K−ℓ, · · · ,M}),
o segundo termo do membro direito de (3.27) é igual a

M−K+ℓ∑

i=1

tλi,n−K+ℓ

M∑

j=K−ℓ+i
s̃j,n〈Qn−j+1, S

λ
n−K+ℓ−i+1〉2

=

ℓ∑

i=1

tλi,n−K+ℓ

M∑

j=K−ℓ+i
s̃j,n〈Qn−j+1, S

λ
n−K+ℓ−i+1〉2 ,

sendo a última igualdade justificada pelo facto de ser

ℓ∑

i=M−K+ℓ+1

tλi,n−K+ℓ

M∑

j=K−ℓ+i
s̃j,n〈Qn−j+1, S

λ
n−K+ℓ−i+1〉2 = 0 ,

(a igualdade pode ser verificada distinguindo os dois caso possíveis K = M e

K = N). De modo análogo se mostra que o quarto termo do membro direito de

(3.27) é igual a

ℓ∑

i=1

tλi,n−K+ℓ

N∑

j=K−ℓ+i
rj,n〈Pn−j ,

(
Sλn−K+ℓ+1−i

)′〉1 .
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Assim, (3.27) pode reescrever-se na forma

sn−K+ℓ+1 t
λ
K−ℓ,n

=

M∑

i=K−ℓ
s̃i,ns̃i−K+ℓ,n−K+ℓ‖Qn−i+1‖2

2

+λ(n+ 1)(n−K + ℓ+ 1)

N∑

i=K−ℓ
ri,nri−K+ℓ,n−K+ℓ‖Pn−i‖2

1

−
ℓ∑

i=1

tλi,n−K+ℓ




M∑

j=K−ℓ+i
s̃j,n〈Qn−j+1, S

λ
n−K+ℓ+1−i〉2

+λ(n+ 1)

N∑

j=K−ℓ+i
rj,n〈Pn−j ,

(
Sλn−K+ℓ+1−i

)′〉1



 .

Mas, de acordo com (3.26), a expressão entre parêntesis na última soma é igual

a tλK−ℓ+i,nsn−K+ℓ−i+1, obtendo-se o resultado pretendido.

Efectuando a mudança de variável ℓ = K − j em (3.24) e, em seguida,

mudando n em n+ j − 1 na equação resultante, obtém-se

sn tj,n+j−1 = cK−j,n+j−1 −
K−j∑

i=1

ti,n−1ti+j,n−1+jsn−i (3.28)

para j = 0, 1, · · · ,K e n = 0, 1, 2, · · ·. As relações (3.28) são a base da construção

do algoritmo que permite calcular todas as normas de Sobolev sn’s bem como

todos os coeficientes tj,n’s da relação algébrica (3.7), para todo o j = 0, 1, · · · ,K
e n = 0, 1, 2, · · ·.

Algoritmo 3.10. Os números fn e sn em (3.18) que conduzem à determinação

dos coeficientes de Fourier-Sobolev em (3.17) podem ser calculados usando o

seguinte algoritmo:

• Condições iniciais.

t0,n := 1 , tj,n := 0 se j > K ou n < j ≤ K (n = 0, 1, 2, · · ·) .

• Passo 1. Usando as condições iniciais e fazendo n = 1 em (3.28),

calculam-se s1 e os elementos “diagonais” tj,j para j = 1, · · · ,K. De facto,

determina-se s1tj,j = cK−j,j para j = 0, 1, · · · ,K, tendo-se

s1 = cK,0 = ‖Q1‖2
2 + λ‖P0‖2

1 ,

tj,j = cK−j,j/s1 , j = 1, 2, · · · ,K .
(3.29)
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• Passo 2. Usando as condições iniciais, a informação obtida no passo 1 e

tomando n = 2 em (3.28), calculam-se s2 e tj,j+1 para j = 1, · · · ,K, obtendo-se

s2 = cK,1 − t21,1s1 ,

tj,j+1 = (cK−j,j+1 − t1,1tj+1,j+1s1) /s2 , j = 1, 2, · · · ,K .
(3.30)

• Passo 3. Usando as condições iniciais, a informação obtida nos passos 1

e 2 e tomando n = 3 em (3.28), obtêm-se s3 e tj,j+2 para j = 1, · · · ,K:

s3 = cK,2 − t21,2s2 − t22,2s1 ,

tj,j+2 = (cK−j,j+2 − t1,2tj+1,j+2s2 − t2,2tj+2,j+2s1) /s3 , j = 1, · · · ,K.
(3.31)

• [· · ·]

• Passo r. Para qualquer número inteiro não negativo (fixo) r, usando a

informação obtida até ao passo r − 1 e tomando n = r em (3.28), obtêm-se sr

e tj,j+r−1 para j = 1, · · · ,K.

• Passos finais. Usando a informação obtida nos passos 1 a r obtêm-se sn e

tj,j+n−1 para j = 1, · · · ,K e n = 1, 2, · · · , r. Uma vez que r pode ser arbitrário,

então os parâmetros sn e tj,n podem ser calculados para todo o j = 1, · · · ,K
e n = 1, 2, · · ·. Consequentemente, também os fn’s podem ser calculados para

todo o n = 1, 2, · · ·, recursivamente, usando (3.19). Deste modo obtêm-se todos

os coeficientes de Fourier-Sobolev em (3.17).

Observação 3.11. Decorre do algoritmo anterior que para determinar os coe-

ficientes de Fourier-Sobolev em (3.17) não é necessário conhecer explicitamente

os polinómios ortogonais de Sobolev Sλn. No contexto dos pares coerentes este

facto foi observado por Iserles et. al. em [35].

Como consequência dos resultados precedentes é possível estabelecer cotas

para a norma do polinómio de Sobolev de grau n, Sλn , em termos das normas

dos polinómios Pn e Qn.

Teorema 3.12. Seja ((Qn), (Pn)) um par (M,N)−coerente, satisfazendo (3.2),

e suponha-se que (Pn)n e (Qn)n são ortogonais a respeito das medidas de Borel

positivas dµ1 e dµ2 que induzem os produtos internos 〈·, ·〉1 e 〈·, ·〉2, respectiva-

mente. Considere-se o correspondente produto interno de Sobolev (3.6) e seja

(Sλn)n a SPOM de Sobolev associada. Definam-se

kn := ‖Pn‖2
1 , k′n := ‖Qn‖2

2; , sn := ‖Sλn‖2
S .
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Nestas condições, pondo s̃i,n := (n+ 1)si,n/(n− i+ 1) , tem-se:

(i) (sn)n satisfaz uma equação de diferenças de ordem K

sn+1 +

K∑

j=1

t2j,nsn+1−j = cn (3.32)

para todo o n = 0, 1, 2, · · · , onde

cn :=

M∑

i=0

s̃2i,n‖Qn+1−i‖2
2 + λ(n+ 1)2

N∑

i=0

r2i,n‖Pn−i‖2
1 > 0 .

(ii) sn satisfaz as desigualdades

k′n + λn2kn−1 ≤ sn ≤
M∑

j=0

s̃ 2
j,n−1k

′
n−j + λn2

N∑

j=0

r2j,n−1kn−1−j (3.33)

para todo o n = 0, 1, 2, · · · (com s̃0,n−1 = 1 para todo o n).

Demonstração. (i) Tomando ℓ = K em (3.24) obtém-se (3.32), com cn ≡ cK,n.

(ii) A primeira desigualdade de (3.33) é uma consequência da propriedade

extremal para SPO’s (argumente-se como na prova do Teorema 2 em [65]; cf.

Szegö [89, Theorem 3.1.2]):

sn = ‖Sλn‖2
2 + λ‖

(
Sλn
)′ ‖2

1 ≥ ‖Qn‖2
2 + λn2‖Pn−1‖2

1 .

Por outro lado, de (3.32) deduz-se imediatamente que sn+1 ≤ cn para todo o

n ≥ 0. Assim, mudando n em n−1, obtém-se a segunda desigualdade de (3.33),

tendo em conta que o segundo membro de (3.33) é igual a cn−1.

3.5 Casos particulares

Nesta secção analisam-se casos particulares de (M,N)−coerência, nomeada-

mente quando (M,N) é um dos pares (1, 0), (1, 1), (2, 0) e (2, 1), recuperando

resultados conhecidos.

(1, 1)−coerência

Neste caso é N = M = K = 1 e as relações (3.3) e (3.7) reduzem-se a

Pn + r1,nPn−1 =
Q′
n+1

n+ 1
+ s1,n

Q′
n

n
, (3.34)
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Qn+1 + s̃1,nQn = Sλn+1 + t1,nS
λ
n (3.35)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, onde

s̃1,0 = 0 , s̃1,n := s1,n
n+ 1

n
(n = 1, 2, 3, · · ·) . (3.36)

Após alguns cálculos, de (3.28) obtém-se o sistema de equações de diferenças




t1,nsn = an

sn+1 = bn − t1,nan
(3.37)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, onde an ≡ an(λ) e bn ≡ bn(λ) são definidos por

an := s̃1,n‖Qn‖2
2 + λn(n+ 1)r1,n‖Pn−1‖2

1

bn := ‖Qn+1‖2
2 + s̃21,n‖Qn‖2

2 + λ(n+ 1)2
(
‖Pn‖2

1 + r21,n‖Pn−1‖2
1

)
.

(3.38)

Para resolver (3.37), note-se que a primeira equação em (3.37) dá t1,n = an/sn,

logo, substituindo na segunda equação, obtém-se

sn+1 − bn +
a2
n

sn
= 0 , n = 0, 1, 2, · · · . (3.39)

Esta equação determina todos os sn’s recursivamente e, por conseguinte, tam-

bém todos os t1,n’s e, a fortiori, todos os coeficientes de Fourier-Sobolev. No

entanto, pode dizer-se algo mais. Introduza-se a SPOM (πn)n ≡ (πn(·;λ))n
caracterizada pela RRTT

πn+1(x;λ) = (x+ bn)πn(x;λ) − a2
nπn−1(x;λ) , n = 0, 1, 2, · · · , (3.40)

com condições iniciais π−1(x;λ) = 0 e π0(x;λ) = 1, onde os coeficientes de

recorrência an ≡ an(λ) e bn ≡ bn(λ) são dados por (3.38). Note-se que, quando

an e bn são números reais, então a2
n > 0 para todo o n = 1, 2, · · ·, logo (πn)n

é uma SPOM a respeito de alguma medida de Borel positiva. Deste modo

obtém-se a seguinte proposição

Teorema 3.13. Seja ((Qn), (Pn)) um par (1, 1)−coerente, satisfazendo (3.34),

e assuma-se que (Pn)n e (Qn)n são ortogonais a respeito dos produtos internos

〈·, ·〉1 e 〈·, ·〉2 definidos, respectivamente, pelas medidas positivas de Borel dµ1

e dµ2. Considere-se o correspondente produto interno de Sobolev (3.6) e seja

(Sλn)n a SPOM de Sobolev associada. Nestas condições:

(i) A norma de Sobolev satisfaz

sn = ‖Sλn‖2
S =

πn(0;λ)

πn−1(0;λ)
(n = 0, 1, 2, · · ·) , (3.41)



Casos particulares 47

onde (πn)n é uma SPOM, ortogonal a respeito de alguma medida de Borel

positiva, caracterizada pela RRTT (3.40), onde os coeficientes de recorrência

an ≡ an(λ) e bn ≡ bn(λ) são dados por (3.38). Além disso, definindo

kn := ‖Pn‖2
1 , k′n := ‖Qn‖2

2 ,

sn satisfaz as desigualdades

k′n + λn2kn−1 ≤ sn ≤ k′n + s̃ 2
1,n−1k

′
n−1 + λn2

(
kn−1 + r21,n−1kn−2

)
(3.42)

para todo o n = 1, 2, 3, · · ·, onde s̃1,n é dado por (3.36).

(ii) A relação (3.35) verifica-se, com

t1,n = an
πn−1(0;λ)

πn(0;λ)
(n = 0, 1, 2, · · ·) . (3.43)

(iii) Para uma função f adequada, digamos, tal que f ∈ L2
µ2

e f ′ ∈ L2
µ1

, os

coeficientes da série de Fourier-Sobolev

f(x) ∼
∞∑

n=0

fn
sn

Sλn(x)

podem ser calculados recursivamente, a partir de (3.39) ou (3.41) e resolvendo

a equação de diferenças de primeira ordem

fn+1 + t1,nfn = un (n = 0, 1, 2, · · ·) , (3.44)

onde

un := 〈f,Qn+1 + s̃1,nQn〉2 + λ (n+ 1) 〈f ′, Pn + r1,nPn−1〉1 (3.45)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·.

Demonstração. Todas as afirmações (i)-(iii) decorrem dos resultados e consi-

derações prévios ao enunciado do teorema. A desigualdade (3.42) é uma conse-

quência imediata do Teorema 3.12.

Coerência

Como já foi observado anteriormente, a noção de coerência introduzida por

Iserles et. al. corresponde à (1, 0)−coerência. Neste caso é M = K = 1 e N = 0

e as relações (3.3) e (3.7) reduzem-se a

Pn =
Q′
n+1

n+ 1
+ s1,n

Q′
n

n
, Qn+1 + s̃1,nQn = Sλn+1 + t1,nS

λ
n
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para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, onde s̃1,n é definido por (3.36). Pode estabelecer-se

facilmente um resultado similar ao Teorema 3.13. De facto, tomando (formal-

mente) r1,n = 0 em todas as fórmulas que figuram no Teorema 3.13 obtém-se o

seguinte resultado estabelecido em [35, Secção 6]. Note-se também que tomando

r1,n = 0 em (3.42) obtêm-se as desigualdades das normas de Sobolev estabele-

cidas em [65, Teorema 2] para pares coerentes. Além disso, fazendo r1,n = 0 em

(3.38) conclui-se que an é independente de λ e bn = bn(λ) é uma função linear

em λ. Assim, para qualquer x (fixo) conclui-se que πn(x;λ) pode ser encarado

como um polinómio em λ de grau n. Em particular, para x = 0 obtém-se

πn+1(0;λ) = bn(λ)πn(0;λ) − a2
nπn−1(0;λ) ,

com bn(λ) = (n+ 1)2‖Pn‖2
1(λ+ cn) e

cn :=
‖Qn+1‖2

2 + s̃21,n‖Qn‖2
2

(n+ 1)2‖Pn‖2
1

, independente de λ .

Definindo

γ̃n(λ) := πn(0;λ)/ǫn , ǫn := (n!)2
n−1∏

j=0

‖Pj‖2
1 (n = 1, 2, · · ·)

conclui-se que (γ̃n(λ))n é uma SPOM na variável λ que satisfaz a RRTT

γ̃n+1(λ) = (λ + cn)γ̃n(λ) − dnγ̃n−1(λ)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, com condições iniciais γ̃−1(λ) = 0 e γ̃0(λ) = 1, e

dn :=
s̃21,n‖Qn‖4

2

n2(n+ 1)2‖Pn‖2
1 ‖Pn−1‖2

1

> 0, independente de λ .

Assim, (γ̃n(λ))n é uma SPOM a respeito de alguma medida de Borel positiva.

Esta SPOM (γ̃n(λ))n é precisamente a SPOM introduzida na prova do Teorema

1 em [13] para mostrar que

t1,n =
γn−1(λ)

γn(λ)
(n = 0, 1, 2, · · ·) , (3.46)

sendo (γn(λ))n uma SPO definida por uma normalização adequada de (γ̃n(λ))n,

isto é, γ̃n(λ) = θnγn(λ), com (θn)n uma sucessão de números reais não nulos.

De facto, escolhendo (θn)n tal que θ0 = 1 e θn/θn−1 = anǫn−1/ǫn para todo

o n = 0, 1, 2, · · ·, conclui-se que (3.46) é consequência de (3.43), obtendo-se o

Teorema 1 em [13].
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(2, 1)−coerência

Neste caso, é N = 1 e M = K = 2, e as relações (3.3) e (3.7) reduzem-se a

Pn + r1,nPn−1 =
Q′
n+1

n+ 1
+ s1,n

Q′
n

n
+ s2,n

Q′
n−1

n− 1
, (3.47)

Qn+1 + s̃1,nQn + s̃2,nQn−1 = Sλn+1 + t1,nS
λ
n + t2,nS

λ
n−1 (3.48)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, com

s̃1,0 = s̃2,0 = s̃2,1 = 0 ,

s̃1,n := s1,n
n+1
n se n ≥ 1 , s̃2,n := s2,n

n+1
n−1 se n ≥ 2 .

(3.49)

Usando (3.28), após alguns cálculos, obtém-se





t2,nsn−1 = an

t1,nsn = bn − ant1,n−1

sn+1 = cn − bnt1,n + an(t1,nt1,n−1 − t2,n)

(3.50)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, onde an, bn ≡ bn(λ) e cn ≡ cn(λ) são definidos por

an := s̃2,n ‖Qn−1‖2
2

bn := s̃1,n‖Qn‖2
2 + s̃2,ns̃1,n−1‖Qn−1‖2

2 + λn(n+ 1)r1,n‖Pn−1‖2
1

cn := ‖Qn+1‖2
2 + s̃21,n‖Qn‖2

2 + s̃22,n‖Qn−1‖2
2 + λ(n+ 1)2

(
‖Pn‖2

1 + r21,n‖Pn−1‖2
1

)
.

(3.51)

Das primeira e segunda equações de (3.50) deduz-se

t2,n = an/sn−1 = ant1,n−1/(bn−1 − an−1t1,n−2)

e sn+1 = (bn+1 − an+1t1,n)/t1,n+1. Substituindo esta expressão na terceira

equação de (3.50) obtém-se

t1,n+1 =
(bn+1 − an+1t1,n) (bn−1 − an−1t1,n−2)

[cn − (bn − ant1,n−1) t1,n] (bn−1 − an−1t1,n−2) − a2
nt1,n−1

para todo o n = 2, 3, · · ·. Deste modo obtêm-se, recursivamente, todos os t1,n’s,

tendo em conta as condições iniciais

t1,0 = 0 , t1,1 = b1/s1 , t1,2 = (s1b2 − a2b1)/(s1c1 − b21)

(note-se que s1 é calculado usando (3.29)). Em seguida determinam-se todos

os sn’s da segunda equação de (3.50) e, portanto, obtêm-se todos os t2,n’s da

primeira equação. Assim, nesta situação, os coeficientes de Fourier-Sobolev

em (3.17) podem ser calculados resolvendo a equação de diferenças de segunda

ordem

fn+1 + t1,nfn + t2,nfn−1 = un (n = 0, 1, 2, · · ·) , (3.52)
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onde

un = 〈f,Qn+1 + s̃1,nQn + s̃2,nQn−1〉2 + λ (n+ 1) 〈f ′, Pn + r1,nPn−1〉1 . (3.53)

Além disso, como consequência imediata do Teorema 3.12, tem-se o seguinte

Teorema 3.14. Seja ((Qn), (Pn)) um par (2, 1)−coerente satisfazendo (3.47) e

suponha-se que (Pn)n e (Qn)n são ortogonais a respeito dos produtos internos

〈·, ·〉1 e 〈·, ·〉2 definidos (resp.) pelas medidas de Borel positivas dµ1 e dµ2.

Considere-se o correspondente produto interno de Sobolev (3.6) e seja (Sλn)n a

correspondente SPOM de Sobolev. Definam-se

kn := ‖Pn‖2
1 , k′n := ‖Qn‖2

2 .

Então a norma de Sobolev sn := ‖Sλn‖2
S satisfaz

k′n + λn2kn−1 ≤ sn ≤ k′n + s̃21,n−1k
′
n−1 + s̃22,n−1k

′
n−2 + λn2

(
kn−1 + r21,n−1kn−2

)

para todo o n = 2, 3, · · ·.

(2, 0)−coerência

Neste caso as relações (3.3) e (3.7) reduzem-se a

Pn =
Q′
n+1

n+ 1
+ s1,n

Q′
n

n
+ s2,n

Q′
n−1

n− 1
, (3.54)

Qn+1 + s̃1,nQn + s̃2,nQn−1 = Sλn+1 + t1,nS
λ
n + t2,nS

λ
n−1 (3.55)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, com (s̃1,n)n e (s̃2,n)n dados por (3.49). Os coefi-

cientes de Fourier-Sobolev para este caso (2, 0)−coerente podem ser calculados

como no caso (2, 1)−coerente, tomando (formalmente) r1,n = 0 nas fórmulas do

caso (2, 1)−coerente. Obtém-se, assim, um algoritmo que melhora o apresentado

em [42, Secção 5].

3.6 Série de Fourier-Sobolev: exemplos

Nesta secção serão apresentados exemplos envolvendo a construção de séries de

Fourier-Sobolev a respeito de produtos internos de Sobolev do tipo (3.6) nos

quais as medidas dµ1 e dµ2 constituem um par (M,N)−coerente. A determi-

nação dos coeficientes de Fourier-Sobolev será feita usando o Algoritmo 3.10.
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Exemplo 1. Considere-se a medida de Jacobi

dµα,β(x) := (1 − x)α(1 + x)βχ(−1,1)(x) dx ,

que está bem definida para α, β > −1. Restringindo α e β de modo que α, β > 1,

podem considerar-se as medidas dµ1 e dµ2 definidas por

dµ1 := dµα−2,β , dµ2 := dµα−1,β−2 (α, β > 1) .

De acordo com resultados obtidos em [79], {dµ2, dµ1} é um par de medidas

(2, 1)-coerente, com

Pn := P̂ (α−2,β)
n , Qn := P̂ (α−1,β−2)

n .

Com efeito, tem-se [79]

P̂ (α−2,β)
n + r1,nP̂

(α−2,β)
n−1

=

(
P̂

(α−1,β−2)
n+1

) ′

n+ 1
+ s1,n

(
P̂

(α−1,β−2)
n

) ′

n
+ s2,n

(
P̂

(α−1,β−2)
n−1

) ′

n− 1

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, onde

r1,n :=
2n(n+ α− 2)

(2n+ α+ β − 3)(2n+ α+ β − 2)
,

s1,n := − 4n(n+ β − 1)

(2n+ α+ β − 1)(2n+ α+ β − 3)
,

s2,n :=
4n(n− 1)(n+ β − 2)(n+ β − 1)

(2n+ α+ β − 4)(2n+ α+ β − 3)2(2n+ α+ β − 2)
.

Considere-se a função f : (−1, 1) → R definida por

f(x) :=
sin(x)√
1 − x2

, −1 < x < 1 .

Constata-se facilmente que f ∈ L2
µ2

(−1, 1) se α > 1 e β > 2, e f ′ ∈ L2
µ1

(−1, 1)

se α > 4 e β > 2. Deste modo, escolhendo, por exemplo, (α, β) = (5, 4), a teoria

exposta nas secções anteriores permite determinar a série de Fourier-Sobolev de

f a respeito da SPOM de Sobolev associada ao produto interno de Sobolev (3.6)

definido pelo par (2, 1)-coerente

{dµ2, dµ1} ≡ {dµ4,2, dµ3,4} .

De facto, para esta escolha, aplicando o Algoritmo 3.10, ou, mais precisa-

mente, os resultados obtidos na secção anterior para pares (2, 1)−coerentes,
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determinam-se os coeficientes de Fourier-Sobolev de f (com o auxilio do software

MAPLE), bem como as sucessões (t1,n)n e (t2,n)n que aparecem em (3.48). Em

particular, para λ = 0.1, obtêm-se os valores indicados na Tabela 3.1, os quais

permitem determinar os primeiros 20 coeficientes de Fourier-Sobolev fn/sn.

n t1,n t2,n sn fn

0 0 0 1 −0.302

1 −0.095 0 0.204 0.252

2 0.015 0.025 0.075 0.001

3 0.077 0.015 0.023 0.024

4 0.123 0.011 0.007 0.002

5 0.159 0.009 0.002 0.004

6 0.188 0.007 0.001 4.9 × 10−4

7 0.212 0.006 1.6 × 10−4 7.5 × 10−4

8 0.233 0.005 4.6 × 10−5 1.2 × 10−4

9 0.251 4.4 × 10−3 1.3 × 10−5 1.5 × 10−4

10 0.266 3.8 × 10−3 3.6 × 10−6 3.0 × 10−5

11 0.280 3.4 × 10−3 1.0 × 10−6 3.1 × 10−5

12 0.292 3.0 × 10−3 2.7 × 10−7 7.2 × 10−6

13 0.302 2.7 × 10−3 7.6 × 10−8 6.9 × 10−6

14 0.312 2.4 × 10−3 2.1 × 10−8 1.7 × 10−6

15 0.321 2.2 × 10−3 5.7 × 10−9 1.5 × 10−6

16 0.329 2.0 × 10−3 1.5 × 10−9 4.1 × 10−7

17 0.336 1.8 × 10−3 4.1 × 10−10 3.4 × 10−7

18 0.343 1.6 × 10−3 1.1 × 10−10 9.9 × 10−8

19 0.349 1.5 × 10−3 3.0 × 10−11 7.8 × 10−8

Tabela 3.1

Cada uma das duas figuras seguintes inclui representações gráficas conjuntas

da função f e das somas parciais de grau 19 das séries de Fourier-Jacobi de f

(coincidem com as séries de Fourier-Sobolev para λ = 0) e de Fourier-Sobolev

de f para λ = 0.1, nos intervalos [0, 0.9] (Figura 3.1) e [0.9, 0.98] (Figura 3.2).
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Cada uma das figuras seguintes inclui representações gráficas conjuntas da

função f ′ e das derivadas das somas parciais de grau 19 das séries de Fourier-

Jacobi de f e de Fourier-Sobolev de f para λ = 0.1, nos intervalos [0, 0.9] (Figura

3.3) e [0.9, 0.98] (Figura 3.4).

Figura 3.3
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Da análise das figuras precedentes retira-se a seguinte conclusão empírica: as

aproximações para f e f ′ fornecidas pela série de Fourier-Sobolev são melhores

que as aproximações fornecidas pela série de Fourier-Jacobi, sobretudo próximo

do ponto +1, que é um dos extremos do intervalo [−1,+1] (este intervalo é o su-

porte da medida de ortogonalidade dos polinómios de Jacobi). Esta “conclusão”

é sustentada por muitos outros exemplos que aqui foram omitidos.

Exemplo 2. Neste exemplo obtém-se de forma alternativa (usando a teoria

desenvolvida nas secções anteriores) os resultados contidos num exemplo apre-

sentado por A. Iserles, J. M. Sanz-Serna, P. E. Koch e S. P. Nørsett em [34].

Designe

dµ(x) := χ(−1,1)(x) dx

(medida de Lebesgue em (−1, 1), a respeito da qual são ortogonais os polinómios

de Legendre Pn := P̂
(0,0)
n ). O par {dµ2, dµ1} := {dµ, dµ} é (2, 0)−coerente.

Este facto é uma consequência imediata da bem conhecida relação envolvendo

os polinómios (mónicos) de Legendre:

Pn =
P ′
n+1

n+ 1
− n(n− 1)

(2n− 1)(2n+ 1)

P ′
n−1

n− 1
(n = 0, 1, 2, · · ·) .
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Considere-se a função f : (−1, 1) → R, introduzida em [34], definida por

f(x) := e−100(x− 1
5 )2 , −1 < x < 1 .

Obviamente, f ∈ L2
µ2

(−1, 1) e f ′ ∈ L2
µ1

(−1, 1). Assim, a teoria exposta nas

secções anteriores permite determinar a série de Fourier-Sobolev de f a respeito

da SPOM de Sobolev associada ao produto interno de Sobolev (3.6) definido

pelo par (2, 0)-coerente {dµ, dµ}. Com efeito, procedendo como no exemplo

1, aplicando o Algoritmo 3.10, ou os resultados da secção anterior para pares

(2, 0)−coerentes, determinam-se os coeficientes de Fourier-Sobolev de f (usando

MAPLE), bem como as sucessões (t1,n)n e (t2,n)n que figuram em (3.55). A

Figura 3.5 inclui representações gráficas conjuntas da função f (a vermelho) e

das somas parciais de graus n = 3, 6, · · · , 18 (a azul) da série de Fourier-Legendre

de f (a qual coincide com a série de Fourier-Sobolev para λ = 0), enquanto a

Figura 3.6 inclui representações gráficas conjuntas de f ′ (a vermelho) e das

derivadas das somas parciais de graus n = 3, 6, · · · , 18 (a azul) da série de

Fourier-Legendre de f .
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Nas figuras 3.7 e 3.8 estão as representações correspondentes às anteriores

considerando as somas parciais das séries de Fourier-Sobolev para λ = 0.01.

Figura 3.7
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Os quatro gráficos precedentes coincidem com os gráficos apresentados em

[34, Figura 1]. Finalmente, observa-se que é válida para este exemplo uma

conclusão empírica análoga à do exemplo anterior.

Observação 3.15. Fica em aberto o problema de analisar a convergência da

série de Fourier-Sobolev (3.17) para a sua função geradora.



Capítulo 4

Polinómios ortogonais e

transformações polinomiais

4.1 Introdução

Neste capítulo introduz-se e resolve-se o seguinte problema inverso:

(P2) Seja (Pn)n uma SPOM. Determinar condições necessárias e suficientes

que assegurem a existência de uma outra SPOM, (Qn)n, tal que a SPOM dada,

(Pn)n, possa ser descrita por uma transformação polinomial do tipo

Pnk+m(x) = θm(x)Qn(πk(x)) , n = 0, 1, 2, · · · (4.1)

onde k e m são números inteiros fixos, com k ≥ 2 e 0 ≤ m ≤ k − 1, e πk e θm

são polinómios de graus k e m, respectivamente. Sob tais condições, descrever

relações algébricas e analíticas entre as sucessões (Pn)n e (Qn)n. Em particular,

determinar a relação entre as correspondentes medidas de ortogonalidade.

O estudo deste problema tem atraído a atenção de vários autores nas últimas

décadas, em particular devido ao facto de, para escolhas apropriadas da SPOM

de partida, (Pn)n, e de certos parâmetros envolvidos, (P2) aparecer de modo

natural no estudo de alguns problemas em vários domínios do conhecimento,

sobretudo nas áreas da Matemática (e.g., Teoria da Aproximação e das Funções

Especiais, Teoria dos Operadores, Teoria das Matrizes, Teoria do Potencial,

entre outros) e da Física, como é posto em evidência, e.g., nos trabalhos de D.

55
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Bessis e P. Moussa [10], J. Charris e M. E. H. Ismail [15], J. Geronimo e W. Van

Assche [28, 27], J. Charris, M. E. H. Ismail e S. Monsalve [16], F. Peherstorfer

[75, 74], V. Totik [90], M. J. C. Gover [26], F. Marcellán e J. Petronilho [56,

57, 53, 54], R. Álvarez-Nodarse, J. Petronilho e N. R. Quintero [6], C. M. da

Fonseca e J. Petronilho [24], e J. Petronilho [80]. O estudo realizado nestes

trabalhos (em cada situação concreta) inclui aspectos de natureza algébrica—

determinação do polinómio πk, que induz a transformação polinomial, e da

nova SPOM (Qn)n—, e analítica—determinação, no caso definido-positivo, da

relação entre as medidas de ortogonalidade das SPOM’s (Pn)n e (Qn)n.

Na maior parte dos trabalhos anteriores consideram-se situações em que a

transformação polinomial é tal que θm é uma constante ou um polinómio de grau

k−1 (i.e., ou m = 0 ou m = k−1). Em particular, (P2) foi primeiramente estu-

dado por P. Barrucand e D. Dickinson [9] numa situação em que (k,m) = (3, 0).

Do ponto de vista analítico (caso em que a ortogonalidade é no sentido definido-

positivo) uma das propriedades mais interessantes que decorre da resolução de

(P2) é a seguinte: (Pn)n é ortogonal a respeito de uma medida cujo suporte

está contido numa união de no máximo k intervalos, definidos por π−1
k ([ξ, η]),

onde [ξ, η] é o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da SPOM (Qn)n. Mais

precisamente, sob certas condições que serão especificadas adiante, provar-se-á

(cf. Teorema 4.7) que se (Pn)n é ortogonal no sentido definido-positivo, a re-

speito de uma certa medida dσ (que se desconhece a priori !), então também

(Qn)n é ortogonal a respeito de uma medida dτ ; além disso, se dτ for conhecida,

então dσ é dada explicitamente por

dσ(x) =

m∑

i=1

Mi δ(x− zi) dx+ χπ−1
k

( ]ξ,η[ )(x)

∣∣∣∣
ηk−1−m(x)

θm(x)

∣∣∣∣
dτ(πk(x))

π′
k(x)

(a menos de um factor constante), onde M1, · · · ,Mm são constantes não nega-

tivas que podem ser calculadas explicitamente.

O estudo que se vai seguir, conducente à resolução do problema (P2), será

feito em várias etapas. Na secção seguinte determinam-se condições necessárias e

suficientes que assegurem a existência de uma transformação polinomial do tipo

(4.1)—indicando, também, como “completar” a descrição da família (Pn)n em

termos da transformação polinomial sobre a SPOM (Qn)n—, e na secção subse-

quente analisa-se o caso definido-positivo. Nas restantes secções apresentam-se

exemplos de aplicação dos resultados obtidos, incluindo provas alternativas para

resultados conhecidos na literatura (contidos nos trabalhos supra-citados).
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4.2 SPO’s via transformações polinomiais

Nesta secção, e ao longo de todo este capítulo, far-se-á uso de certos deter-

minantes que irão desempenhar um papel fundamental na resolução do Prob-

lema (P2). Recorde-se que, de acordo com o Teorema de Favard, qualquer

SPOM, (Pn)n, pode ser caracterizada por uma RRTT. Conforme foi observado

em [15, 16], fixado um número inteiro k ≥ 2, esta RRTT pode ser descrita por

blocos de RRTT’s (cada um dos blocos contendo k equações) do tipo

(x− b
(j)
n )Pnk+j(x) = Pnk+j+1(x) + a

(j)
n Pnk+j−1(x) ,

j = 0, 1, · · · , k − 1 ; n = 0, 1, 2, · · · ,
(4.2)

com a
(j)
n ∈ C \ {0} e b(j)n ∈ C para todos os n e j, com as condições iniciais

P−1(x) = 0 , P0(x) = 1 . (4.3)

Sem perda de generalidade, pode-se supor que a
(0)
0 = 1 e Pj(x) := 0 para

j ≤ −1. De seguida introduzem-se determinantes ∆n(i, j; ·) como em [15, 16].

Para n = 0, 1, 2, . . . , define-se

∆n(i, j;x) :=





0 se j < i− 2

1 se j = i− 2

x− b
(i−1)
n se j = i− 1

(4.4)

e, para j ≥ i ≥ 1,

∆n(i, j;x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− b
(i−1)
n 1 0 . . . 0 0

a
(i)
n x− b

(i)
n 1 . . . 0 0

0 a
(i+1)
n x− b

(i+1)
n . . . 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . x− b
(j−1)
n 1

0 0 0 . . . a
(j)
n x− b

(j)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

(4.5)

Como a priori o grau do polinómio ∆n(i, j; ·) pode ser maior ou igual a k e

uma vez que em (4.2) os coeficientes a(j)
n ’s e b(j)n ’s estão definidos apenas para

0 ≤ j ≤ k − 1, adoptam-se as seguintes convenções:

b(k+j)n := b
(j)
n+1 , a(k+j)

n := a
(j)
n+1 (4.6)

para i, j = 0, 1, 2, · · · e n = 0, 1, 2, · · · . Deste modo, verifica-se a igualdade

∆n(k + i, k + j; ·) = ∆n+1(i, j; ·) (4.7)
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para i, j = 0, 1, 2, · · · e n = 0, 1, 2, · · · .
O teorema seguinte resolve o Problema (P2) do ponto de vista algébrico,

sendo estabelecidas condições necessárias e suficientes para a existência de uma

transformação polinomial no sentido expresso pela relação (4.1).

Teorema 4.1. Seja (Pn)n uma SPOM caracterizada pela RRTT (4.2). Sejam

r ∈ C, k ∈ N e m ∈ N0, com 0 ≤ m ≤ k − 1. Então, existem polinómios πk e

θm, de graus k e m (resp.), e uma SPOM (Qn)n tais que Q1(0) = −r e

Pkn+m(x) = θm(x)Qn(πk(x)) , n = 0, 1, 2, . . . (4.8)

se e só se as quatro condições seguintes se verificam:

(i) b(m)
n é independente de n para todo o n = 0, 1, 2, · · ·;

(ii) ∆n(m+ 2,m+ k − 1;x) é independente de n para todo o n = 0, 1, 2, · · ·;

(iii) ∆0(m + 2,m + k − 1; ·) é divisível por ∆0(1,m − 1; ·), i.e., existe um

polinómio ηk−1−m, de grau k − 1 −m, tal que

∆0(m+ 2,m+ k − 1;x) = ∆0(1,m− 1;x) ηk−1−m(x) ;

(iv) rn(x) é independente de x para todo o n = 1, 2, · · ·, onde

rn(x) := a
(m+1)
n ∆n(m+ 3,m+ k − 1;x) − a

(m+1)
0 ∆0(m+ 3,m+ k − 1;x)

+ a
(m)
n ∆n−1(m+ 2,m+ k − 2;x) − a

(m)
0 ∆0(1,m− 2;x) ηk−1−m(x) .

Nestas condições, os polinómios θm e πk são dados explicitamente por

θm(x) = ∆0(1,m− 1;x) ≡ Pm(x) ,

πk(x) = ∆0(1,m;x) ηk−1−m(x) − a
(m+1)
0 ∆0(m+ 3,m+ k − 1;x) + r ,

(4.9)

e a SPOM (Qn)n é caracterizada pela RRTT

Qn+1(x) = (x− rn)Qn(x) − snQn−1(x) , n = 0, 1, 2, · · · (4.10)

com condições iniciais Q−1(x) = 0 e Q0(x) = 1 , onde

r0 := r , rn := r + rn(0) , sn := a(m)
n a

(m+1)
n−1 · · ·a(m+k−1)

n−1 (4.11)

para todo o n = 1, 2, · · ·. Além disso,

Pkn+m+j+1(x) =
1

ηk−1−m(x)

{
∆n(m+ 2,m+ j;x)Qn+1(πk(x))

+
(∏j+1

i=1 a
(m+i)
n

)
∆n(m+ j + 3,m+ k − 1;x)Qn(πk(x))

}

(4.12)

para cada j = 0, 1, · · · , k − 1 e para todo o n = 0, 1, 2, · · ·.
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Demonstração. A demonstração baseia-se em ideias que decorrem da leitura de

[16]. Destacando as primeiras m equações que figuram no primeiro bloco de

RRTT (4.2), então (4.2)−(4.3) pode reescrever-se sob a forma

P−1(x) = 0 , P0(x) = 1 ,

Pj+1(x) = (x− b
(j)
0 )Pj(x) − a

(j)
0 Pj−1(x) , j = 0, 1, · · · ,m− 1 ,

(4.13)

e
(x− b

(m+j)
n )Pnk+m+j(x)

= Pnk+m+j+1(x) + a
(m+j)
n Pnk+m+j−1(x) ,

j = 0, 1, · · · , k − 1 ; n = 0, 1, 2, · · · ,
(4.14)

com a convenção (4.6). Agora, reescreva-se (4.14) na forma matricial

Vk




Pnk+m+1

Pnk+m+2

...

Pnk+m+k−2

Pnk+m+k−1

Pnk+m−1




=




a
(m+1)
n Pnk+m

0
...

0

P(n+1)k+m

(x− b
(m)
n )Pnk+m




, (4.15)

onde Vk ≡ Vk(m,n;x) é a matriz de ordem k definida por

Vk :=




x−b(m+1)
n −1 0

−a(m+2)
n x−b(m+2)

n −1

. . .
. . .

. . .

−a(m+k−2)
n x−b(m+k−2)

n −1 0

0 −a(m+k−1)
n x−b(m+k−1)

n 0

1 0 0 0 a(m)
n




.

Note-se que Vk difere de uma matriz tridiagonal apenas por nela figurar um

“1” na entrada (k, 1). Resolvendo o sistema (4.15) em ordem a Pnk+m+j+1 e

aplicando a regra de Cramer, obtém-se

∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)Pnk+m+j+1(x)

= ∆n(m+ 2,m+ j;x)P(n+1)k+m(x)

+ a
(m+1)
n · · · a(m+j+1)

n ∆n(m+ j + 3,m+ k − 1;x)Pnk+m(x) ,

j = 0, 1, · · · , k − 2 , n = 0, 1, 2, · · ·

(4.16)
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e
a
(m)
n ∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)Pnk+m−1(x)

=
{
(x − b

(m)
n )∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)

−a(m+1)
n ∆n(m+ 3,m+ k − 1;x)

}
Pnk+m(x)

− P(n+1)k+m(x) , n = 0, 1, 2, · · · .

(4.17)

Fazendo j = k − 2 em (4.16) e mudando n em n − 1 na expressão resultante,

obtém-se

∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)Pnk+m−1(x)

= a
(m+1)
n−1 · · · a(m+k−1)

n−1 P(n−1)k+m(x)

+ ∆n−1(m+ 2,m+ k − 2;x)Pnk+m(x) , n = 1, 2, 3, · · · .

(4.18)

Suponha-se (por hipótese) que se cumprem as condições (i)−(iv). Então de

(4.17) e (4.18), tendo em conta (i) e (ii), obtém-se

P(n+1)k+m(x) =
{
(x− b

(m)
0 )∆0(m+ 2,m+ k − 1;x)

− a
(m)
n ∆n−1(m+ 2,m+ k − 2;x)

−a(m+1)
n ∆n(m+ 3,m+ k − 1;x)

}
Pnk+m(x)

− a
(m)
n a

(m+1)
n−1 · · · a(m+k−1)

n−1 P(n−1)k+m(x) , n = 1, 2, 3, · · · ,

ou seja,

P(n+1)k+m(x) =
{
(x − b

(m)
0 )∆0(m+ 2,m+ k − 1;x)

− a
(m)
0 ∆0(1,m− 2;x)ηk−1−m(x)

−a(m+1)
0 ∆0(m+ 3,m+ k − 1;x) − rn(x)

}
Pnk+m(x)

− a
(m)
n a

(m+1)
n−1 · · · a(m+k−1)

n−1 P(n−1)k+m(x) , n = 1, 2, 3, · · · .

Atendendo à hipótese (iii), pode-se escrever

(x− b
(m)
0 )∆0(m+ 2,m+ k − 1;x) − a

(m)
0 ∆0(1,m− 2;x)ηk−1−m(x)

=
(
(x− b

(m)
0 )∆0(1,m− 1;x) − a

(m)
0 ∆0(1,m− 2;x)

)
ηk−1−m(x)

= ∆0(1,m;x) ηk−1−m(x) ,

donde se deduz, usando a hipótese (iv), que

P(n+1)k+m(x) = (πk(x) − rn)Pnk+m(x) − snP(n−1)k+m(x) (4.19)

para todo o n = 1, 2, 3, · · ·, onde πk é definido por (4.9) e rn e sn são definidas por

(4.11). A igualdade (4.19) é ainda válida se n = 0. De facto, fazendo j = n = 0
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em (4.16) e atendendo a que Pm+1(x) = (x−b(m)
0 )Pm(x)−a(m)

0 Pm−1(x), tem-se

Pk+m(x) =
{
(x− b

(m)
0 )∆0(m+ 2,m+ k − 1;x)

−a(m+1)
0 ∆0(m+ 3,m+ k − 1;x)

}
Pm(x)

−a(m)
0 ∆0(m+ 2,m+ k − 1;x)Pm−1(x)

= ∆0(1,m− 1;x)
{

(x− b
(m)
0 )∆0(m+ 2,m+ k − 1;x)

−a(m+1)
0 ∆0(m+ 3,m+ k − 1;x) − a

(m)
0 ηk−1−m(x)Pm−1(x)

}

= θm(x) (πk(x) − r) = θm(x)Q1 (πk(x)) ,

onde θm é definido por (4.9). Observe-se que, no cálculo precedente, para obter

a segunda igualdade usou-se a hipótese (iii) e a terceira igualdade também se

pode justificar por (iii), do modo seguinte:

(x − b
(m)
0 )∆0(m+ 2,m+ k − 1;x)

− a
(m+1)
0 ∆0(m+ 3,m+ k − 1;x) − a

(m)
0 ηk−1−m(x)Pm−1(x)

= [(x− b
(m)
0 )Pm(x) − a

(m)
0 Pm−1(x)] ηk−1−m(x)

−a(m+1)
0 ∆0(m+ 3,m+ k − 1;x)

= Pm+1(x) ηk−1−m(x) − a
(m+1)
0 ∆0(m+ 3,m+ k − 1;x)

= πk(x) − r .

Por conseguinte, (4.19) verifica-se para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, donde se deduz,

por indução finita, que (4.8) se verifica. A relação (4.12) é uma consequência

imediata de (4.16), (4.8) e da hipótese (iii).

Reciprocamente, suponha-se que existem polinómios πk e θm, de graus k e

m (resp.), com 0 ≤ m ≤ k−1, e uma SPOM (Qn)n tais que (Pn)n satisfaz (4.8).

Há que provar que se verificam as quatro propriedades (i)−(iv). Fazendo n = 0

e n = 1 em (4.8), obtém-se

θm(x) = Pm(x) = ∆0(1,m− 1;x) , Pm+k(x) = θm(x)(πk(x) − r) .

Mas, uma vez que

Pm+k(x) = ∆0(1, k +m− 1;x)

= ∆0(1,m− 1;x)∆0(m+ 1,m+ k − 1;x)

−a(m)
0 ∆0(1,m− 2;x)∆0(m+ 2,m+ k − 1;x) ,

pode-se escrever

∆0(1,m− 1;x)(πk(x) − r)

= ∆0(1,m− 1;x)∆0(m+ 1,m+ k − 1;x)

− a
(m)
0 ∆0(1,m− 2;x)∆0(m+ 2,m+ k − 1;x) .
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Como ∆0(1,m−1; ·) ≡ Pm e ∆0(1,m−2;x) ≡ Pm−1 não têm zeros em comum,

conclui-se que ∆0(m + 2,m + k − 1;x) é divisível por ∆0(1,m − 1; ·), o que

implica que a condição (iii) se verifica. Consequentemente,

πk(x) = ∆0(m+ 1,m+ k − 1;x) − a
(m)
0 ∆0(1,m− 2;x)ηk−1−m(x) + r ,

e pode verificar-se facilmente que este polinómio pode ser reescrito como em (4.9)

(cf. Observação 4.3). Uma vez que (Qn)n é uma SPOM, então satisfaz uma

RRTT do tipo (4.10), onde (rn)n e (sn)n são sucessões de números complexos,

com sn 6= 0 para todo o n = 1, 2, · · ·. Mudando x em πk(x) nesta RRTT e

multiplicando ambos os membros da equação resultante por θm(x), obtém-se

P(n+1)k+m(x) = (πk(x) − rn)Pnk+m(x) − snP(n−1)k+m(x) (4.20)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Por outro lado, de (4.17) e (4.18) deduz-se

∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)P(n+1)k+m(x)

=
{
(x− b

(m)
n )∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)

− a
(m+1)
n ∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)∆n(m+ 3,m+ k − 1;x)

−a(m)
n ∆n−1(m+ 2,m+ k − 2;x)∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)

}
Pnk+m(x)

− a
(m)
n a

(m+1)
n−1 · · · a(m+k−1)

n−1 ∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)P(n−1)k+m(x)

(4.21)

para todo o n = 1, 2, · · ·. Substituindo o segundo membro de (4.20) no primeiro

membro de (4.21) obtém-se

{
sn∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)

−a(m)
n a

(m+1)
n−1 · · · a(m+k−1)

n−1 ∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)
}
P(n−1)k+m(x)

=
{
(πk(x) − rn)∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)

− (x − b
(m)
n )∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)

+ a
(m+1)
n ∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)∆n(m+ 3,m+ k − 1;x)

+a
(m)
n ∆n−1(m+ 2,m+ k − 2;x)∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)

}
Pnk+m(x)

para todo o n = 1, 2, · · ·. Observando esta igualdade, conclui-se que o primeiro

membro é um polinómio de grau quando muito igual a nk + m − 1, enquanto

que o segundo membro ou é zero ou um polinómio de grau pelo menos nk+m.

Assim, pode-se concluir que os polinómios que figuram entre chavetas, em ambos
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os membros da igualdade anterior, coincidem com o polinómio nulo, logo

sn∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)

= a
(m)
n a

(m+1)
n−1 · · · a(m+k−1)

n−1 ∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)
(4.22)

e

(πk(x) − rn)∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)

= (x− b
(m)
n )∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)

− a
(m+1)
n ∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x)∆n(m+ 3,m+ k − 1;x)

− a
(m)
n ∆n−1(m+ 2,m+ k − 2;x)∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)

(4.23)

para todo o n = 1, 2, · · ·. Como ∆n−1(m+2,m+k−1; ·) e ∆n(m+2,m+k−1; ·)
são polinómios mónicos, decorre imediatamente de (4.22) que a expressão para

sn dada por (4.11) se verifica e, em consequência, também

∆n−1(m+ 2,m+ k − 1;x) = ∆n(m+ 2,m+ k − 1;x)

para todo o n = 1, 2, · · ·, o que prova que a propriedade (ii) se verifica. Assim,

de (4.23) obtém-se

rn = πk(x) − (x− b
(m)
n )∆0(m+ 2,m+ k − 1;x)

+a
(m+1)
n ∆n(m+ 3,m+ k − 1;x) + a

(m)
n ∆n−1(m+ 2,m+ k − 2;x)

= (b
(m)
n − b

(m)
0 )∆0(m+ 2,m+ k − 1;x) + r + rn(x)

(4.24)

para todo o n = 1, 2, · · ·, onde a última igualdade pode ser justificada usando a

expressão (4.9) para πk(x) (veja-se também a Observação 4.3) e tendo em conta

a definição de rn(x). Além disso, uma vez que o primeiro membro de (4.24) é

independente de x, então o segundo membro também é independente de x e,

assim, tendo em conta que ∆0(m+ 2,m+ k − 1;x) é um polinómio mónico de

grau k − 1 e rn(x) é um polinómio de grau menor ou igual a k − 2, conclui-se

que b(m)
n − b

(m)
0 = 0 para todo o n = 1, 2, · · ·, i.e., verifica-se a propriedade (i).

Finalmente, (iv) e a expressão de rn como em (4.11) são consequências imediatas

de (i) e (4.24).

Observação 4.2. Se m = 0 a condição (iii) que figura no enunciado do teorema

anterior é sempre verificada. Neste caso, tem-se

θm(x) = θ0(x) ≡ 1 , ηk−1−m(x) = ηk−1(x) = ∆0(2, k − 1;x) .
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Por outro lado, se m = k − 1 as condições (ii) e (iii) são equivalentes a

∆n(1, k − 2;x) = ∆0(1, k − 2;x) ≡ θk−1(x), n = 0, 1, 2, · · · .

De facto, sendo m = k − 1, conjungando (ii) com a igualdade (4.7) obtém-se

∆n(m+ 2,m+ k − 1;x) = ∆0(m+ 2,m+ k − 1;x) = ∆0(k + 1, k + k − 2;x) =

∆1(1, k − 2;x) = θk−1(x), sendo a última igualdade justificada por (iii); neste

caso tem-se ηk−1−m(x) = η0(x) ≡ 1.

Observação 4.3. Como decorre da demonstração anterior, o polinómio πk

também admite as seguintes expressões alternativas:

πk(x) = (x− b
(m)
0 )∆0(m+ 2,m+ k − 1;x)

−a(m+1)
0 ∆0(m+ 3,m+ k − 1;x) − a

(m)
0 ηk−1−m(x)Pm−1(x) + r

= ∆0(m+ 1,m+ k − 1;x) − a
(m)
0 ∆0(1,m− 2;x)ηk−1−m(x) + r .

(4.25)

Observação 4.4. Se se verificar a condição (iv), i.e., se o polinómio rn(x) é

independente de x, o coeficiente do termo de maior grau na expressão de rn(x)

deve ser nulo. Assim, nas condições do teorema anterior, se k > 2, verifica-se

a igualdade

a(m+1)
n + a(m)

n =





a
(m+1)
0 + a

(m)
0 se m ∈ {1, · · · , k − 1}

a
(1)
0 se m = 0

para todo o n = 1, 2, · · · (isto significa que o primeiro membro da igualdade é

independente de n).

4.3 Determinação da medida de ortogonalidade

Nesta secção analisa-se o Problema (P2) no caso definido-positivo, o qual cor-

responde à situação em que ambas as SPOM’s (Pn)n e (Qn)n no Teorema 4.1

são ortogonais a respeito de medidas de Borel positivas. O objectivo é determi-

nar a medida de ortogonalidade para a sucessão (Pn)n em função da medida de

ortogonalidade para (Qn)n. Para tal, determina-se primeiro uma relação entre

uma subsucessão apropriada da SPOM dos polinómios associados de primeira

espécie, (P
(1)
n )n, e os polinómios das SPOM’s (Qn)n e (Q

(1)
n )n (Lema 4.6). Esta

relação permitirá estabelecer uma relação entre as funções de Stieltjes correspon-

dentes às sucessões (Pn)n e (Qn)n, donde resultará a relação entre as medidas

de ortogonalidade, que será estabelecida usando o Teorema 1.11 (de Markov) e

a proposição seguinte, estabelecida por F. Marcellán e J. Petronilho em [54].
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Lema 4.5. [54] Seja σ uma função de distribuição com suporte supp(σ) ⊂ [ξ, η],

−∞ < ξ < η < +∞. Seja T um polinómio real e mónico de grau k ≥ 2 cuja

derivada T ′ tem k− 1 zeros reais e distintos, designados de forma crescente por

y1 < y2 < . . . < yk−1. Suponha-se que T (y2i−1) ≥ η e T (y2i) ≤ ξ se k é ímpar,

ou T (y2i−1) ≤ ξ e T (y2i) ≥ η se k é par. Sejam A e B dois polinómios reais e

mónicos tais que grA = k− 1−m e grB = m, com 0 ≤ m ≤ k− 1. Suponha-se

que os zeros de AB são reais e distintos, AB e T ′ têm o mesmo sinal em cada

ponto do conjunto T−1([ξ, η]) e, se m ≥ 1,
∫ η

ξ

dσ(y)

|y − T (bj)|
< +∞ (j = 1, . . . ,m) , (4.26)

onde b1, b2, · · · , bm designam os zeros de B. Seja

F (z) :=
1

B(z)
[A(z)F (T (z);σ) − Lm−1(z)] , z ∈ C\T−1([ξ, η]) , (4.27)

onde Lm−1 é o polinómio interpolador de Lagrange de grau m− 1 que coincide

com A(z)F (T (z);σ) nos zeros de B, i.e., Lm−1(z) :=
∑m

j=1MjB(z)/(z − bj),

onde Mj := A(bj)F (T (bj);σ)/B′(bj) para j = 1, . . . ,m (L0(z) ≡ 0).

Nestas condições, F é a transformada de Stieltjes da função de distribuição

τ definida por

dτ(x) :=

∣∣∣∣
A(x)

B(x)

∣∣∣∣χT−1(]ξ,η[)(x)
dσ(T (x))

T ′(x)
. (4.28)

Demonstração. Sob as hipóteses consideradas, é possível escrever

T−1([ξ, η]) = ∪kj=1Ej ,

onde E1, . . . , Ek são k intervalos fechados tais que Ej e Ej+1 têm no máximo

um ponto em comum. Para j = 1, . . . , k, considerem-se as funções

Tj : Dj → T (Dj) , x ∈ Dj 7→ Tj(x) := T (x) ,

onde D1 :=] − ∞, y1], Dj := [yj−1, yj] (j = 2, . . . , k − 1) e Dk := [yk−1,+∞[.

Então, cada Tj é bijectiva e Tj(Ej) = [ξ, η] para j = 1, . . . , k. Como AB e T ′ têm

o mesmo sinal em cada intervalo Ej de T−1([ξ, η]) então os zeros de AB estão

localizados entre os intervalos E1, . . . , Ek. Além disso, os zeros a1, . . . , ak−1−m

de A e b1, . . . , bm de B satisfazem T (ai) /∈]ξ, η[ (i = 1, . . . , k− 1−m) e T (bj) /∈
]ξ, η[ (j = 1, . . . ,m). Prove-se agora que τ define, de facto, uma função de

distribuição. Para tal, é suficiente mostrar que
∫

T−1([ξ,η])

∣∣∣∣
A(x)

B(x)

∣∣∣∣
dσ(T (x))

T ′(x)
< +∞ (4.29)
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(porque [ξ, η] é compacto). Uma vez que os zeros de B e T ′ são reais e simples,

considerando os conjuntos de índices J1, J2 e J3 definidos por

J1 := {1, . . . ,m} \ {j : bj = yi para algum i ∈ {1, . . . , k − 1}} ,

J2 := {1, . . . , k − 1} \ {j : yj = bi para algum i ∈ {1, . . . ,m}} ,

J3 := {1, . . . ,m} ∩ {j : bj = yi para algum i ∈ {1, . . . , k − 1}} ,

pode-se escrever

1

B(x)T ′(x)
=
∑

j∈J1

α1j

x− bj
+
∑

j∈J2

α2j

x− yj
+
∑

j∈J3

α3j

(x− bj)2
,

onde os αij ’s são números reais. Mas, T (x) = T (bj)+T
′(bj)(x−bj)+ T ′′(bj)

2! (x−
bj)

2 + . . . + (x − bj)
k (para j fixo). Além disso, se j ∈ J1 então T ′(bj) 6= 0 e

T (x) − T (bj) = (x− bj)[T
′(bj) +G1j(x)], onde G1j(x) é um polinómio de grau

k − 1 tal que G1j(bj) = 0. Segue-se que

|α1jA(x)|
|x− bj|

≤ K1j

|T (x) − T (bj)|
, x ∈ T−1(]ξ, η[) , j ∈ J1

onde K1j := supx∈T−1(]ξ,η[) |α1jA(x)||T ′(bj) +G1j(x)| < ∞. Analogamente, se

j ∈ J3 então T ′(bj) = 0 e T ′′(bj) 6= 0 e T (x) − T (bj) = (x − bj)
2[T ′′(bj)/2 +

G3j(x)], onde G3j(x) é um polinómio de grau k− 2 tal que G3j(bj) = 0. Assim,

deduz-se

|α3jA(x)|
(x− bj)2

≤ K3j

|T (x) − T (bj)|
, x ∈ T−1(]ξ, η[) , j ∈ J3

onde K3j := supx∈T−1(]ξ,η[) |α3jA(x)||T ′′(bj)/2 +G3j(x)| < ∞. Finalmente, se

j ∈ J2 então yj 6= bi para todo o i ∈ {1, . . . ,m} e, além disso, se T (yj) = ξ

ou T (yj) = η para algum j então necessariamente yj = ai para algum i ∈
{1, . . . , k − 1 −m} e pode-se concluir que

K2j := sup
x∈T−1(]ξ,η[)

|α2jA(x)|
|x− yj |

<∞ , j ∈ J2 .

Este facto é óbvio se T (yj) 6= ξ e T (yj) 6= η para todo o j. Assim, para

x ∈ T−1(]ξ, η[) , tem-se

∣∣∣∣
A(x)

B(x)

1

T ′(x)

∣∣∣∣ ≤ K1

∑

j∈J1

1

|T (x) − T (bj)|
+ n2K2 +K3

∑

j∈J3

1

|T (x) − T (bj)|
,
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onde Ki := max
j∈Ji

Kij (i = 1, 2, 3) e n2 = #J2. Mas, o integral que figura no

primeiro membro de (4.29) é igual a
∫

T−1([ξ,η])

∣∣∣∣
A(x)

B(x)

1

T ′(x)

∣∣∣∣ sgnT ′(x)dσ(T (x)) ≤

≤ K1

∑

j∈J1

k∑

i=1

∫

Ei

sgnT ′(x)

|T (x) − T (bj)|
dσ(T (x))+

+ n2K2

k∑

i=1

∫

Ei

sgnT ′(x)dσ(T (x))+

+K3

∑

j∈J3

k∑

i=1

∫

Ei

sgnT ′(x)

|T (x) − T (bj)|
dσ(T (x)) =

= kK1

∑

j∈J1

∫ η

ξ

1

|y − T (bj)|
dσ(y) + kn2K2µ0+

+ kK3

∑

j∈J3

∫ η

ξ

1

|y − T (bj)|
dσ(y)

(efectuou-se a substituição y = T (x), x ∈ Ei). Isto prova (4.29), atendendo

à hipótese (4.26). Conclui-se, assim, que a aplicação τ definida por (4.28) é

uma função de distribuição, com supp(τ) ⊂ T−1([ξ, η]). Além disso, para cada

z ∈ C\T−1([ξ, η]), efectuando a substituição s = T (x) (note-se que AB e T ′

têm o mesmo sinal em cada intervalo Ej), obtém-se

F (z; dτ) =

k∑

j=1

∫

Ej

1

z − x

∣∣∣∣
A(x)

B(x)

∣∣∣∣
dσ(T (x))

T ′(x)

=

k∑

j=1

∫ η

ξ

1

z − T−1
j (s)

A(T−1
j (s))

B(T−1
j (s))

dσ(s)

T ′(T−1
j (s))

.

Uma vez que T (bj) /∈]ξ, η[ para j = 1, . . . ,m, se s ∈ ]ξ, η[ pode-se escrever

A(z)

B(z)

1

T (z)− s
=

k∑

j=1

A(T−1
j (s))

(z − T−1
j (s))B(T−1

j (s))T ′(T−1
j (s))

+

m∑

j=1

A(bj)

B′(bj)(s− T (bj))(bj − z)
.

Finalmente, para z ∈ C\T−1([ξ, η]), deduz-se

F (z; dτ) =

∫ η

ξ

A(z)

B(z)

1

T (z)− s
dσ(s)

−
m∑

j=1

A(bj)

B′(bj)(z − bj)

∫ η

ξ

1

T (bj) − s
dσ(s)

= F (z) .
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O lema seguinte estabelece uma relação entre os polinómios numerador de

primeira espécie (polinómios associados) correspondentes às sucessões (Pn)n e

(Qn)n. F. Peherstorfer estabeleceu essencialmente a mesma relação algébrica

[75, Teorema 3.4] com base em resultados seus publicados em [74], mas con-

siderando à partida que são conhecidas as relações entre as medidas correspon-

dentes a (Pn)n e (Qn)n, ou seja, trabalhando no quadro dos problemas directos.

A prova que se apresenta a seguir não assume o conhecimento prévio das medi-

das de ortogonalidade (que é o ponto de vista dos problemas inversos).

Lema 4.6. Nas condições do Teorema 4.1, tem-se

P
(1)
nk+m−1(x) = ∆0(2,m−1;x)Qn(πk(x))+

(∏m
j=1 a

(j)
0

)
ηk−1−m(x)Q

(1)
n−1(πk(x))

para todo o n = 0, 1, 2, · · · .

Demonstração. O polinómio associado P (1)
nk+m−1 admite uma representação da

forma

P
(1)
nk+m−1(x) = α(x)Qn (πk(x)) + β(x)Q

(1)
n−1 (πk(x)) (4.30)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, onde α(x) e β(x) podem depender de x mas não

dependem de n. Para provar esta relação, considere-se a seguinte equação de

diferenças de segunda ordem (onde x é parâmetro):

yn+1(x) = (πk(x) − rn)yn(x) − snyn−1(x) , n = 1, 2, · · · , (4.31)

onde rn e sn são definidos como no Teorema 4.1. Ora, por um lado, de acordo

com (4.10), a solução de (4.31) que satisfaz as condições iniciais y0(x) = 1 e

y1(x) = πk(x) − r0 é dada por yn(x) = Qn(πk(x)) (n = 0, 1, 2, · · ·). Por outro

lado, como a sucessão dos polinómios associados (Q
(1)
n−1)n satisfaz a mesma

RRTT (4.10) satisfeita por (Qn)n, mas com condições iniciais y0(x) = 1 e

y1(x) = x − r1 , então a solução de (4.31) que satisfaz as condições inici-

ais y0(x) = 1 e y1(x) = πk(x) − r1 é dada por yn(x) = Q
(1)
n−1(πk(x)) (n =

0, 1, 2, · · ·). Estas duas soluções de (4.31) são linearmente independentes pois o

seu wronskiano nunca se anula. De facto, usando a relação (1.14), aplicada à

sucessão (Qn)n, obtém-se
∣∣∣∣∣∣

Qn(πk(x)) Q
(1)
n−1(πk(x))

Qn+1(πk(x)) Q
(1)
n (πk(x))

∣∣∣∣∣∣
= s1s2 · · · sn 6= 0

para todo o n = 1, 2, · · ·. Consequentemente, a solução geral da equação de

diferenças (4.31) é

yn(x) = C1(x)Qn(πk(x)) + C2(x)Q
(1)
n−1(πk(x)) , n = 0, 1, 2, · · · ,
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onde C1(x) e C2(x) podem depender de x mas não de n. Assim, para provar

(4.30) basta mostrar que yn(x) = P
(1)
nk+m−1(x) também satisfaz (4.31). Para

tal, designe u a funcional de momentos a respeito da qual (Pn)n é ortogonal.

Então, usando (4.8), tem-se

P
(1)
nk+m−1(x) =

1

u0
〈uy,

Pnk+m(x) − Pnk+m(y)

x− y
〉

=
1

u0
〈uy,

θm(x)Qn(πk(x)) − θm(y)Qn(πk(y))

x− y
〉

=
1

u0
〈uy,

θm(x) − θm(y)

x− y
〉Qn(πk(x))

+
1

u0
〈uy, θm(y)

Qn(πk(x)) −Qn(πk(y))

x− y
〉

= P
(1)
m−1(x)Qn(πk(x)) +Rn(x) ,

onde

Rn(x) :=
1

u0
〈uy, θm(y)

Qn(πk(x)) −Qn(πk(y))

x− y
〉 , n = 0, 1, 2, · · · .

Assim, para provar (4.30) é suficiente mostrar que yn(x) = Rn(x) é também

solução da equação de diferenças (4.31). Com efeito, usando a RRTT (4.10)

para (Qn)n, tem-se

πk(x)Qn(πk(x)) − πk(x)Qn(πk(y))

= [Qn+1(πk(x)) −Qn+1(πk(y))] + rn [Qn(πk(x)) −Qn(πk(y))]

+ sn [Qn−1(πk(x)) −Qn−1(πk(y))] − [πk(x) − πk(y)] Qn(πk(y)) ,

logo, para todo o n = 0, 1, 2, · · ·,

πk(x)Rn(x) =
1

u0
〈uy, θm(y)

πk(x)Qn(πk(x)) − πk(x)Qn(πk(y))

x− y
〉

= Rn+1(x) + rnRn(x) + snRn−1(x)

− 1

u0
〈uy,

πk(x) − πk(y)

x− y
θm(y)Qn(πk(y))〉 .

Mas, θm(y)Qn(πk(y)) = Pnk+m(y) e ̺k−1(y;x) := πk(x)−πk(y)
x−y é um polinómio

em y de grau k − 1 e, portanto, verifica-se

〈uy,
πk(x) − πk(y)

x− y
θm(y)Qn(πk(y))〉 = 〈uy, ̺k−1(y;x)Pnk+m(y)〉 = 0

para todo o n = 1, 2, . . ., sendo a última igualdade justificada pela ortogonali-

dade de (Pn)n relativamente a u. Conclui-se, assim, que Rn(x) satisfaz (4.31),
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o que implica que, de facto, P (1)
nk+m−1(x) é da forma indicada em (4.30). Agora,

fazendo n = 0 em (4.30), obtém-se

α(x) = P
(1)
m−1(x) = ∆0(2,m− 1;x)

e, para n = 1, usando (4.9), deduz-se

β(x) = P
(1)
k+m−1(x) − α(x) (πk(x) − r)

= ∆0(2, k +m− 1;x) − ∆0(2,m− 1;x) {Pm+1(x) ηk−1−m(x)

−a(m+1)
0 ∆0(m+ 3,m+ k − 1;x)}

= ∆0(2,m;x)∆0(m+ 2,m+ k − 1;x)

−∆0(2,m− 1;x)Pm+1(x) ηk−1−m(x)

=
(

∆0(2,m;x)Pm(x) − ∆0(2,m− 1;x)Pm+1(x)
)
ηk−1−m(x)

=
(
P

(1)
m (x)Pm(x) − P

(1)
m−1(x)Pm+1(x)

)
ηk−1−m(x)

=
(∏m

j=1 a
(j)
0

)
ηk−1−m(x) ,

onde a última igualdade é justificada pela fórmula (1.14), fazendo k = 0 e

n = m− 1.

Estamos agora em condições de analisar o Problema (P2) no caso definido-

positivo, isto é, no caso em que a SPOM dada, (Pn)n é ortogonal a respeito de

alguma medida de Borel positiva, com suporte infinito e momentos de todas as

ordens finitos, ou, equivalentemente, no caso em que os coeficientes da RRTT

(4.2) satisfeita pela SPOM (Pn)n verificam as seguintes condições:

b(j)n ∈ R , a(j)
n > 0 (j = 0, 1, . . . , k − 1 ; n = 0, 1, 2 . . .) .

Por simplicidade, aqui e ao longo de todo o capítulo, escolhe-se o parâmetro r

que figura no enunciado do Teorema 4.1 igual a zero, isto é,

r = 0 .

Sob tais condições, uma vez que

Pm(x) = θm(x) , Pk+m(x) = θm(x)Q1(πk(x)) = θm(x)πk(x) ,

conclui-se que todos os zeros de cada um dos polinómios θm e πk são reais e

distintos (uma vez que os zeros dos polinómios Pm e Pk+m são reais e distintos).

E, consequentemente, pelo teorema de Rolle, também todos os k − 1 zeros de

π′
k são reais e distintos.
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Teorema 4.7. Nas condições do Teorema 4.1 (e com r = 0), suponha-se que

(Pn)n é uma SPOM no sentido definido-positivo, ortogonal a respeito da medida

dσ . Então (Qn)n é também uma SPOM no sentido definido-positivo, ortogonal

a respeito de uma medida dτ . Suponha-se ainda que:

(i) supp(dτ) é um conjunto compacto; logo, existem ξ e η tais que

−∞ < ξ := min supp(dτ) < η := max supp(dτ) < +∞ .

(ii) Se m ≥ 1, ∫ η

ξ

dτ(x)

|x− πk(zi)|
<∞ , i = 1, 2, · · · ,m ,

onde z1 < z2 < · · · < zm são os zeros de θm .

(iii) πk(y2i−1) ≥ η e πk(y2i) ≤ ξ se k é ímpar, ou πk(y2i−1) ≤ ξ e πk(y2i) ≥ η

se k é par, onde y1 < · · · < yk−1 designam os zeros de π′
k .

(iv) (θmηk−1−m)(x) e π′
k(x) têm o mesmo sinal em cada ponto x ∈ π−1

k ([ξ, η]).

Nestas condições, a transformada de Stieltjes F (·; dσ) é dada em função da

transformada de Stieltjes F (·; dτ) pela fórmula

F (z; dσ) =
−v0 ∆0(2,m− 1; z) +

(∏m
j=1 a

(j)
0

)
ηk−1−m(z)F (πk(z); dτ)

θm(z)
,

z ∈ C \
(
π−1
k ([ξ, η]) ∪ {z1, · · · , zm}

)
,

onde se assume a condição de normalização

v0 :=

∫ η

ξ

dτ =

∫

supp(dσ)

dσ =: u0 .

Além disso, a medida dσ é dada explicitamente em função da medida dτ por

dσ(x) =
m∑

i=1

Mi δ(x− zi) dx+ χπ−1
k

( ]ξ,η[ )(x)

∣∣∣∣
ηk−1−m(x)

θm(x)

∣∣∣∣
dτ(πk(x))

π′
k(x)

(4.32)

(a menos de factores constantes) onde, se m ≥ 1,

Mi :=
v0 ∆0(2,m− 1; zi)/

(∏m
j=1 a

(j)
0

)
− ηk−1−m(zi)F (πk(zi); dτ)

θ′m(zi)
≥ 0

(4.33)

para todo o i = 1, · · · ,m.
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Demonstração. Pelos Teorema 1.11 (de Markov) e Lema 4.6, e atendendo ao

Teorema 4.1, para z ∈ C \ π−1
k ([ξ, η]) ∪ {z1, · · · , zm} , deduz-se

F (z; dσ) = −u0 lim
n→∞

P
(1)
nk+m−1(z)

Pnk+m(z)

=
−v0 ∆0(2,m− 1; z) +

(∏m
j=1 a

(j)
0

)
ηk−1−m(z)F (πk(z); dτ)

θm(z)

=
−v0 ∆0(2,m− 1; z) +

(∏m
j=1 a

(j)
0

)
Lm−1(z)

θm(z)

+
(∏m

j=1 a
(j)
0

) ηk−1−m(z)F (πk(z); dτ) − Lm−1(z)

θm(z)

=
(∏m

j=1 a
(j)
0

) ( m∑

i=1

Mi

zi − z
+
ηk−1−m(z)F (πk(z); dτ) − Lm−1(z)

θm(z)

)
,

onde Lm−1 é o polinómio interpolador de Lagrange de grau m− 1 que coincide

com ηk−1−m F (πk(·); dτ) nos zeros de θm. Assim, obtém-se a representação

(4.32) do Lema 4.5, com A = ηk−1−m e B = θm. Resta provar (4.33), i.e., que

Mi ≥ 0 para todo o i = 1, · · · ,m. Seja (pn)n a sucessão ortonormal correspon-

dente à SPOM (Pn)n, i.e.,

pn(x) =

(
u0

n∏

i=1

γi

)− 1
2

Pn(x) , n = 0, 1, 2, · · · , (4.34)

onde γnk+j := a
(j)
n (j = 0, 1, · · · , k − 1 ; n = 0, 1, 2, · · ·). Recorde-se que

Pn+1(x)P
(1)
n+1(x) − Pn+2(x)P

(1)
n (x) =

n+1∏

j=1

γj , n = 0, 1, 2, · · · . (4.35)

Mudando n em nk +m− 1 em (4.35) e fazendo x = zi na equação resultante,

obtém-se

Pnk+m+1(zi)P
(1)
nk+m−1(zi) = −

nk+m∏

j=1

γj = −
nk∏

j=1

γj

m∏

j=1

a(j)
n (4.36)

para todos os números n = 0, 1, 2, · · · e i = 1, · · · ,m. Além disso, tomando

j = m em (4.2) e fazendo x = zi na equação resultante, obtém-se

a(m)
n = −Pnk+m+1(zi)

Pnk+m−1(zi)
(i = 1, · · · ,m ; n = 0, 1, 2, · · ·) . (4.37)

(Note-se que Pnk+m−1(zi) 6= 0, pois zi é um zero de Pnk+m para cada n e os

polinómios ortogonais Pnk+m e Pnk+m−1 não têm zeros comuns.) Combinando
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as relações (4.34), (4.36) e (4.37), conclui-se que

p 2
kn(zi) =

P 2
kn(zi)

u0

∏nk
j=1 γj

=
P 2
kn(zi)

∏m−1
j=1 a

(j)
n

u0Pnk+m−1(zi)P
(1)
nk+m−1(zi)

(4.38)

para n = 0, 1, 2, · · · e i = 1, · · · ,m. Agora, pelo Lema 4.6, para todo o x tal que

Qn (πk(x)) 6= 0, pode-se escrever

u0P
(1)
nk+m−1(x) =

(∏m
j=1 a

(j)
0

)
Qn (πk(x))Fn(x) , (4.39)

onde

Fn(x) := u0∆0(2,m− 1;x)/
(∏m

j=1 a
(j)
0

)
− ηk−1−m(x)

(
−u0

Q
(1)
n−1 (πk(x))

Qn (πk(x))

)
.

Como Pkn+m(x) = θm(x)Qn(πk(x)) então P ′
kn+m(zi) = θ′m(zi)Qn (πk(zi)) para

i = 1, · · · ,m. Como P ′
kn+m(zi) 6= 0 (pois Pnk+m e P ′

nk+m não têm zeros comuns)

e θ′m(zi) 6= 0, então também Qn (πk(zi)) 6= 0 para todos os n = 0, 1, 2 · · · e

i = 1, · · · ,m. Além disso, de (4.39), obtém-se

u0P
(1)
nk+m−1(zi) =

(∏m
j=1 a

(j)
0

)
P ′
kn+m(zi)Fn(zi)/θ

′
m(zi)

para n = 0, 1, 2, · · · e i = 1, · · · ,m. Substituindo em (4.38), deduz-se

p 2
kn(zi) =

P 2
kn(zi)

Pnk+m−1(zi)P ′
kn+m(zi)

·
∏m−1
j=1 a

(j)
n

∏m
j=1 a

(j)
0

· θ
′
m(zi)

Fn(zi)
(4.40)

para n = 0, 1, 2, · · · e i = 1, · · · ,m. Usando a desigualdade (cf. [19, pg. 24])

P ′
n+1(x)Pn(x)−P ′

n(x)Pn+1(x) > 0 (n = 0, 1, 2, · · ·), com nk+m−1 no lugar de

n e x = zi, obtém-se Pnk+m−1(zi)P
′
nk+m(zi) > 0 para todo o n = 0, 1, 2, · · · e

i = 1, · · · ,m. Assim, de (4.40), obtém-se θ′m(zi)/Fn(zi) > 0 para n = 0, 1, 2, · · ·
e i = 1, · · · ,m e, portanto,

Mi = lim
n→+∞

Fn(zi)

θ′m(zi)
≥ 0

para todo o i = 1, · · · ,m.

Observação 4.8. Em particular, nas condições do Teorema 4.7, se dτ é uma

medida absolutamente contínua com densidade (função peso) wτ , então a parte

absolutamente contínua de dσ tem densidade

wσ(x) :=

∣∣∣∣
ηk−1−m(x)

θm(x)

∣∣∣∣ wτ (πk(x)) ,

a qual tem suporte contido na união de no máximo k intervalos fechados; e dσ

pode ainda ter “pontos de massa” localizados nos zeros de θm.
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4.4 O caso m = 0

Nesta secção analisa-se detalhadamente o caso em que m = 0 (e k ≥ 2, arbi-

trário). A aplicação dos resultados anteriores, nesta situação, permitirá obter

resultados conhecidos na literatura. Por exemplo, o Teorema 4.1 pode ser usado

para estabelecer condições para a existência de uma transformação polinomial no

sentido descrito por J. Geronimo e W. Van Assche [28]. De facto, tais condições

apareceram no trabalho [16] de J. Charris, M.E.H. Ismail e S.Monsalve, em-

bora neste trabalho não tenham aparecido explicitamente no âmbito de uma

proposição. Por outro lado, veremos adiante que estes resultados têm interesse

no contexto da chamada ortogonalidade sobre a circunferência unitária.

Teorema 4.9. Seja (Pn)n uma SPOM caracterizada pela RRTT (4.2), definida

por blocos. Sejam ∆0(x) := 0 e

∆n(x) := a(0)
n ∆n−1(2, k−2;x)+a(1)

n ∆n(3, k−1;x)−a(1)
0 ∆0(3, k−1;x) (4.41)

para todo o n = 1, 2, 3, · · · e suponha-se que as duas condições seguintes se

verificam para todo o n = 0, 1, 2, . . . :

(i) b
(0)
n e ∆n(2, k − 1;x) são independentes de n para todo x ;

(ii) ∆n(x) é independente de x para todo o n .

Sejam b, c ∈ C, com c 6= 0, e defina-se o polinómio T (de grau k) por

T (x) := c (∆0(1, k − 1;x) − b ) .

Seja (Q̃n)n a SPOM caracterizada pela seguinte RRTT

Q̃n+1(x) = (x− r̃n) Q̃n(x) − s̃nQ̃n−1(x) , n = 0, 1, 2, . . .

com condições iniciais Q̃−1(x) = 0 e Q̃0(x) = 1 , onde

r̃n := c(∆n(0) − b) , s̃n := c2a(0)
n a

(1)
n−1 · · · a

(k−1)
n−1 .

Então

Pkn(x) = c−nQ̃n(T (x)) , n = 0, 1, 2, . . .

Além disso, para cada j = 1, 2, . . . , k − 1, tem-se

Pkn+j(x) =
c−n

∆0(2, k − 1;x)

{
c−1 ∆n(2, j − 1;x) Q̃n+1(T (x))

+ a
(1)
n a

(2)
n · · · a(j)

n ∆n(j + 2, k − 1;x)Q̃n(T (x))
}

para todo o n = 0, 1, 2 · · ·.



O caso m = 0 75

Demonstração. Considerando m = 0 no Teorema 4.1, deduz-se

Pkn+j(x) =
1

∆0(2, k − 1;x)
{∆n(2, j − 1;x)Qn+1(πk(x))

+ a
(1)
n a

(2)
n · · · a(j)

n ∆n(j + 2, k − 1;x)Qn(πk(x))}

para todos os j = 0, 1, · · · , k − 1 e n = 0, 1, 2, · · ·, onde

πk(x) = ∆0(1, k − 1;x)

e (Qn)n é a SPOM caracterizada pela RRTT (4.10), com

r0 := 0 , rn := ∆n(0) , sn := a(0)
n a

(1)
n−1a

(2)
n−1 · · ·a

(k−1)
n−1

para todo o n = 1, 2, · · ·. Assim, a prova do Teorema 4.9 obtém-se notando que

Q̃n(x) = cnQn
(
c−1x+ b

)
, r̃n = c(rn − b) , s̃n = c2sn

para todo o n, e que T (x) = c(πk(x) − b).

Do Teorema 4.7 obtém-se a proposição seguinte. Trata-se, essencialmente,

de um resultado estabelecido por J. Geronimo e W. Van Assche [28].

Teorema 4.10. Nas condições do Teorema 4.9, se (Pn)n é uma SPOM no

sentido definido positivo, ortogonal a respeito da medida dσ , então (Q̃n)n é

também uma SPOM no sentido definido positivo, ortogonal a respeito de uma

medida dτ . Além disso, suponha-se que se verifica a condição de normalização
∫

R
dτ =

∫
R

dσ, bem como as três condições seguintes:

(i) supp(dτ) é um conjunto compacto, de modo que se pode escrever

−∞ < ξ := min supp(dτ) < η := max supp(dτ) < +∞ ;

(ii) T (y2i−1) ≥ η e T (y2i) ≤ ξ (para todo o i) se k é impar, ou T (y2i−1) ≤ ξ

e T (y2i) ≥ η se k é par, onde y1 < · · · < yk−1 designam os zeros de T ′ ;

(iii) os polinómios W (x) := ∆0(2, k−1;x) e T ′(x) têm o mesmo sinal em cada

ponto x ∈ T−1([ξ, η]).

Nestas condições, tem-se

F (z; dσ) = W (z)F (T (z); dτ) , z ∈ C \ T−1 ([ξ, η]) .

Além disso, a menos de um factor constante,

dσ(x) = |W (x)| dτ(T (x))

T ′(x)
, (4.42)

e o suporte de dσ está contido em T−1 ( [ξ, η] ) (uma união k intervalos).
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Observação 4.11. A Figura 4.1 ilustra o Teorema 4.10 para k = 5 e m = 0.

Figura 4.1

η

ξ

T
T ′

W

Polinómios crivados generalizados em ∂D

De seguida aplicam-se os resultados anteriores para resolver um problema no

âmbito da teoria dos polinómios ortogonais na circunferência unitária, recu-

perando resultados conhecidos contidos em trabalhos de M. E. H. Ismail e X.

Li [33] e de J. Petronilho [80]. Antes, porém, é conveniente fazer uma incursão

pela teoria dos PO’s sobre a circunferência. Os aspectos principais desta teoria

foram compilados por Barry Simon nas monografias [84, 85] e no artigo [86]. O

círculo unitário será designado por D e a circunferência unitária por ∂D :

D := {z ∈ C : |z| < 1} , ∂D := {z ∈ C : |z| = 1}.

Deste modo, a expressão “SPOM em ∂D” será usada como abreviatura de

“sucessão de polinómios ortogonais mónicos na circunferência unitária”. Seja

dµ uma medida de Borel positiva no intervalo [0, 2π], com momentos de todas

as ordens finitos, e cujo suporte é um conjunto infinito. Designe (Φn)n a SPOM

em ∂D ortogonal a respeito de medida dµ, isto é, cada Φn é um polinómio

mónico de grau n e
∫ 2π

0

Φn(e
iθ)Φm(eiθ)dµ(θ) = λnδnm (λn > 0, n,m = 0, 1, 2, . . .).

É bem conhecido que (Φn)n satisfaz a relação de recorrência de Szegö

Φn+1(z) = zΦn(z) + Φn+1(0)Φ∗
n(z) , n = 0, 1, 2, . . . , (4.43)

com Φ0(z) = 1 e |Φn(0)| < 1 para todo o n = 1, 2, · · ·, onde Φ∗
n é um polinómio

de grau n, chamado polinómio recíproco de Φn, definido por

Φ∗
n(z) := znΦn

(
1

z

)
, n = 0, 1, 2, · · · .
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Decorre de (4.43) que uma SPOM em ∂D, (Φn)n, é determinada de modo único

pela sucessão (Φn(0))n. Os parâmetros Φn(0) (n = 0, 1, 2, . . .) são designados

por coeficientes de reflexão (ou de Szegö, ou de Schur, ou de Verblunsky) . Por

outro lado, dada uma sucessão de números complexos (αn)n, com |αn| < 1 para

todo o n = 0, 1, 2, . . ., existe uma única medida de Borel dµ com suporte contido

em [0, 2π] tal que a correspondente SPOM em ∂D satisfaz Φn(0) = −αn para

todo o n = 0, 1, 2, . . . . A transformada de Herglotz de uma medida de Borel

positiva dµ com suporte em [0, 2π] é definida por

C(z; dµ) :=
1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
dµ(θ), |z| < 1.

C(z; dµ) é uma função analítica em D com parte real positiva, i.e., é uma função

de Carathéodory. Reciprocamente, dada uma função de Carathéodory, C, existe

uma única medida de Borel dµ tal que C é a correspondente transformada de

Herglotz. Este facto resulta da seguinte fórmula de inversão de Stieltjes:

µ(θ + 0) + µ(θ − 0)

2
= const. + lim

r→1−

∫ θ

0

Re{C(reiϕ, µ)}dϕ .

Para todo o n = 0, 1, 2, · · ·, define-se

Ωn(z) :=
1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z

[
Φn(e

iθ) − Φn(z)
]
dµ(θ) , n = 0, 1, 2, · · · .

Os polinómios da sucessão (Ωn)n assim definida são chamados os polinómios

associados de segunda espécie correspondentes à SPOM (Φn)n. Estes polinómios

satisfazem a relação de recorrência

Ωn+1(z) = zΩn(z) − Φn(0)Ω∗
n(z), n = 0, 1, 2, · · · ,

logo constituem eles próprios uma SPOM em ∂D. Existe uma ligação impor-

tante entre a ortogonalidade na recta real e a ortogonalidade na circunferência,

usualmente designada por transformação de Szegö. Para descrever esta trans-

formação, considere-se uma SPOM (Pn)n ortogonal no sentido definido positivo

a respeito da função de distribuição dσ cujo suporte seja um subconjunto do

intervalo [−1, 1]. Nestas condições, pode-se definir uma função de distribuição

em [0, 2π] por

µ(θ) =





σ(1) − σ(cos θ) 0 ≤ θ ≤ π

σ(1) + σ(cos θ) π ≤ θ ≤ 2π
(4.44)

onde σ(θ) := dσ({t : 0 ≤ t ≤ θ}) e µ(θ) := dµ({t : 0 ≤ t < θ}). É usual

representar a medida dµ definida por (4.44) do modo seguinte:

dµ(θ) = |dσ(cos θ)| (0 ≤ θ ≤ 2π).
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Em particular, se dµ é absolutamente contínua e wµ é a correspondente função

peso, então dσ é também absolutamente contínua e, designando por wσ a cor-

respondente função peso, tem-se

wµ(θ) = | sin θ| wσ(cos θ) , 0 ≤ θ < 2π.

Seja (Φn)n a SPOM em ∂D ortogonal a respeito da medida dµ definida acima.

Então, pode-se mostrar que os coeficientes de cada polinómio Φn são reais e que

a relação entre (Φn)n e (Pn)n pode ser obtida a partir da igualdade


 Pn(x)

(z − z−1)Qn−1(x)



 =



 εn εn

ωn −ωn







 z−nΦ2n(z)

znΦ2n(z
−1)



 ,

onde

x =
z + z−1

2
, εn :=

2−n

1 + Φ2n(0)
, ωn :=

21−n

1 − Φ2n(0)
,

e (Qn)n é a SPOM em R a respeito da medida (1−x2)dσ. Utilizando a igualdade

anterior é possível mostrar que

Φ2n(z) = 2n−1zn
{

(1 + Φ2n(0))Pn(x) +
z − z−1

2
(1 − Φ2n(0))Qn−1(x)

}

para todo o n = 0, 1, 2, . . . . Além disso, os coeficientes βn e γn que figuram na

RRTT (1.6) satisfeita pela SPOM (Pn)n estão relacionados com os coeficientes

de Verblunsky através das seguintes relações:

2βn = Φ2n−1(0)(1 − Φ2n(0)) − Φ2n+1(0)(1 + Φ2n(0)) ,

4γn+1 = (1 − Φ2n+1(0))(1 − Φ2
2n+1(0))(1 + Φ2n(0))

para todo o n = 0, 1, . . .. Usando estas fórmulas, pode-se mostrar que

Qn−1(x) =
1

x2 − 1

{
Pn+1(x) + (βn − Φ2n−1(0))Pn(x) − 1 + Φ2n(0)

1 − Φ2n(0)
γnPn−1(x)

}

para todo o n = 0, 1, . . .. Finalmente, refira-se que as funções de Stieltjes e de

Caratheodory definidas por dσ e dµ (resp.) estão relacionadas pela fórmula

F (z, dσ) =
2z

1 − z2
C(z; dµ), x =

z + z−1

2
, (|x| → +∞) .

Os resultados sobre transformações polinomiais atrás estabelecidos permitem

estudar os chamados polinómios (ortogonais) crivados na circunferência unitária,

bem como generalizações destes. Mais precisamente, a teoria desenvolvida sobre

transformações polinomiais (na recta real) permite resolver o seguinte problema

inverso da teoria dos polinómios ortogonais na circunferência unitária.
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(P) Seja (Φn)n uma SPOM em ∂D e seja −1, α0, α1, α2, · · · a correspondente

sucessão de coeficientes de Verblunsky. Suponha-se ainda que αn ∈ (−1, 1) para

todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Seja k ≥ 2 um número inteiro e fixem-se arbitrariamente

k − 1 números reais b1, b2, · · · , bk−1 ∈ (−1, 1). Designe (Φ̃n)n a SPOM em

∂D caracterizada pela sucessão de coeficientes de Verblunsky −1, α̃0, α̃1, α̃2, · · ·,
definida por

α̃nk−1 := αn−1 , α̃2nk+j−1 := −bj , α̃(2n+1)k+j−1 = bk−j

para n = 0, 1, 2, · · · e j = 1, · · · , k − 1. O problema consiste em descrever as

propriedades da SPOM (Φ̃n)n em termos das pripriedades da SPOM (Φn)n,

bem como obter uma representação da medida de ortogonalidade para (Φ̃n)n em

função da medida de ortogonalidade para (Φn)n.

Observe-se que, de um ponto de vista algébrico, este problema pode ser

interpretado do seguinte modo: parte-se de uma sucessão de coeficientes de

Verblunsky, −1, α0, α1, α2, . . . , e perturba-se esta sucessão, inserindo entre cada

dois coeficientes um bloco com k − 1 números reais, obtendo-se assim a nova

sucessão de coeficientes de Verblunsky

−1,−b1, · · · ,−bk−1, α0, bk−1, · · · , b1,
α1,−b1, · · · ,−bk−1, α2, bk−1, · · · , b1, α3, · · · .

(4.45)

(Trata-se da sucessão (α̃n)n definida em (P)).

Se b1 = b2 = · · · = bk−1 = 0 então (4.45) coincide com a sucessão dos coefi-

cientes de Verblunsky dos chamados polinómios crivados em ∂D, estudados por

vários autores, nomeadamente, V. M. Badkov [8], F. Marcellán e G. Sansigre

[45, 46] e M. E. H. Ismail e Xin Li [33], os quais resolveram o problema nesta situ-

ação particular. Para b1, b2, · · · , bk−1 arbitrários, o problema (P) foi resolvido

por J. Petronilho em [80] usando uma transformação polinomial adequada entre

as SPOM’s na recta real (Pn)n e (P̃n)n correspondentes (pela transformação de

Szegö) às SPOM’s na circunferência (Φn)n e (Φ̃n)n (resp.). Esta transformação

polinomial pode ser descrita usando os resultados estabelecidos anteriormente.

Com efeito, pondo

d :=




k−1∏

j=1

(
(1 − b2j)/2

)



1/k

,

de acordo com os resultados de [80], tem-se

P̃n(x) = dnP̂n

(x
d

)
, n = 0, 1, 2, · · · ,
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onde (P̂n)n é uma SPOM (na recta real) caracterizada pela RRTT

P̂n+1 = (x− β̂n)P̂n − γ̂nP̂n−1 (n = 0, 1, 2, · · ·) ,

sendo as sucessões (β̂n)n e (γ̂n)n definidas à custa dos números b1, · · · , bk−1 e dos

coeficientes de Verblunsky (αn)n de (Φn)n—cf. (3.3) e (3.4) em [80]. Definindo

∆̂n(i, j; ·) e ∆̂n como em (4.4), (4.5) e (4.41), mas com a
(ν)
n e b(ν)n substituídos

por γ̂nk+ν e β̂nk+ν (resp.), segue-se de [80, Lema 3.3 e fórmula (3.8)] que (Pn)n

satisfaz a RRTT

Pn+1(x) =
(
x− ∆̂n(0) + Φ1(0)

)
Pn(x) −

(∏k−1
j=0 γ̂nk−j

)
Pn−1(x)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Atendendo a [80, Lema 3.1], β̂nk e ∆̂n(2, k − 1;x)

são independentes de n e ∆̂n(x) é independente de x. Além disso, definindo

T (x) := ∆̂0(1, k − 1;x) − Φ1(0) , W (x) := ∆̂0(2, k − 1;x) ,

do Teorema 4.9 obtém-se

P̂kn+j(x) =
1

W (x)

{
∆̂n(2, j − 1;x)Pn+1(T (x))

+
(∏j

i=1 γ̂nk+i

)
∆̂n(j + 2, k − 1;x)Pn(T (x))

}

para quaisquer n = 0, 1, 2, · · · e j = 0, 1, 2 · · · , k − 1. Em particular,

P̂nk(x) = Pn(T (x)) , n = 0, 1, 2, · · · .

Atendendo agora a [80, Lema 3.6] constata-se que todas as hipóteses do Teorema

4.10 são verificadas, logo

F (z, dσ̃) =
1

d
W
(z
d

)
F
(
T
(z
d

)
, dσ

)
,

z

d
∈ C \ T−1([ξ, η])

e (a menos de factores constantes)

dσ̃(x) =
∣∣∣W
(x
d

)∣∣∣
dσ
(
T
(
x
d

))

T ′
(
x
d

) ,
x

d
∈ T−1([ξ, η]) ,

onde o suporte de dσ̃ está contido numa união de k intervalos na recta real.

Finalmente, pela transformação de Szegö, obtém-se [80]

dµ̃(θ) = |dσ̃(cos θ)|

= −sgn{sin θ}
∣∣∣∣W
(

cos θ

d

)∣∣∣∣
dσ
(
T
(

cos θ
d

))

T ′
(

cos θ
d

) , 0 ≤ θ < 2π .

Observe-se que o suporte da medida dµ̃ está contido numa união de vários

arcos da circunferência unitária, distribuídos dois a dois de forma simétrica
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Figura 4.2

relativamente ao eixo real. Estes arcos são determinados projectando sobre ∂D

os k intervalos determinados pelo conjunto d T−1([ξ, η]) (cf. Figura 4.2). Todos

estes conjuntos podem ser definidos explicitamente (veja-se [80]).

Observação 4.12. Se b1 = · · · = bk−1 = 0, então T e W são essencialmente

polinómios de Chebyshev de primeira e de segunda espécie (resp.):

T (x) = Tk(dx) , W (x) = dUk−1(dx) , d := 2(1−k)/k .

Neste caso a fórmula precedente para a medida reduz-se a

dµ̃(θ) =
1

k
dµ(kθ) , 0 ≤ θ < 2π ,

que é a medida para os polinómios crivados em ∂D obtida em [8, 33]. A união

dos arcos dá todo o circulo unitário e tem-se [8, 33]

Φ̃nk+j(z) = zjΦn(zk) , j = 0, 1, · · · , k − 1 ; n = 0, 1, 2, · · · .

Observação 4.13. A determinação explícita dos polinómios da sucessão (Φ̃n)n

para b1, · · · , bk−1 arbitrários, em função dos polinómios da sucessão (Φn)n, pode

obter-se usando o Teorema 4.1 e as relações entre as ortogonalidades na recta

real e na circunferência unitária, descritas atrás (cf. [80]).
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4.5 O caso m = k − 1

Nesta secção assume-se que k ≥ 3 e m = k−1. Fixem-se 2k números complexos

b0, · · · , bk−1, c0, · · · , ck−1, com cj 6= 0 para todo o j = 0, 1, . . . , k− 1. Seja (Pn)n

uma SPOM caracterizada por (4.2) com as seguintes condições:

b
(j)
n := bj (0 ≤ j ≤ k − 1)

a
(j)
n := cj (1 ≤ j ≤ k − 2)

a
(0)
1 := c0 , a

(k−1)
0 := ck−1

a
(0)
n+1 + a

(k−1)
n = c0 + ck−1

(4.46)

para todo o n = 0, 1, 2, . . . . Aqui, a(0)
n+1 e a(k−1)

n são números complexos não

nulos que a priori podem depender de n. De seguida mostra-se que esta SPOM

(Pn)n pode ser descrita por uma transformação polinomial do tipo indicado no

Teorema 4.1 (com m = k−1). (A última condição em (4.46) foi imposta, justa-

mente, para que (Pn)n possa ser descrita por uma transformação polinomial—de

acordo com a Observação 4.4). Com efeito, seja ϕk o polinómio mónico de grau

k definido por

ϕk(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− b0 1 0 · · · 0 0 1

c1 x− b1 1 · · · 0 0 0

0 c2 x− b2 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · x− bk−3 1 0

0 0 0 · · · ck−2 x− bk−2 1

c0 0 0 · · · 0 ck−1 x− bk−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

e ∆r,s(x) o polinómio de grau s− r + 1 assim definido: se 0 ≤ r < s ≤ k − 1,

∆r,s(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− br 1 0 · · · 0 0

cr+1 x− br+1 1 · · · 0 0

0 cr+2 x− br+2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · x− bs−1 1

0 0 0 · · · cs x− bs

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; (4.47)

e, se r ≤ s,

∆r,s(x) :=





0 se s < r − 1

1 se s = r − 1

x− br se s = r .
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Como ∆n(1, k−2;x) = ∆0,k−2(x) para todo o n = 0, 1, 2, . . . então as condições

(i) e (ii) do Teorema 4.1 são verificadas. Além disso,

θk−1(x) = ∆0,k−2(x) .

Por outro lado, manipulando o determinante que define ϕk(x), verifica-se facil-

mente que o polinómio πk que figura no Teorema 4.1 é dado por

πk(x) = ∆0,k−1(x) − c0∆1,k−2(x) = ϕk(x) + (−1)k
(
c0 +

∏k−1
i=1 ci

)
. (4.48)

Finalmente, tem-se ∆n(2, k − 2;x) = ∆1,k−2(x) e ∆n(1, k − 3;x) = ∆0,k−3(x)

para todo o n = 0, 1, 2, . . ., logo, tendo em conta a última equação de (4.46),

conclui-se que o polinómio rn(x) definido no Teorema 4.1 é dado por

rn(x) =
(
a
(0)
n+1 − c0

)
(∆1,k−2(x) − ∆0,k−3(x) ) (4.49)

para todo o n = 0, 1, 2 . . .. Esta igualdade permite encontrar condições que

assegurem que a hipótese (iv) do Teorema 4.1 se verifica, i.e., tais que rn(x)

seja independente de x para todo o n. Por exemplo, se k = 3 então

rn(x) =
(
a
(0)
n+1 − c0

)
(b0 − b1)

para todo o n = 0, 1, 2, . . ., i.e., rn(x) é sempre independente de x. Porém, se

k = 4 tem-se

rn(x) =
(
a
(0)
n+1 − c0

)(
(b0 − b2)(x− b1) + c1 − c2

)

para todo o n = 0, 1, 2, . . .; e, assim, rn(x) é independente de x se e só se b0 = b2

ou a(0)
n+1 = c0 para todo o n = 0, 1, 2 . . .. De seguida analisam-se detalhadamente

duas situações em que rn(x) é independente de x.

SPO’s com coeficientes de recorrência periódicos

Escolhendo a(0)
n+1 e a(k−1)

n em (4.46) independentes de n, i.e.,

a
(0)
n+1 = c0 , a(k−1)

n = ck−1 (n = 0, 1, 2, · · ·) ,

decorre de (4.49) que rn(x) ≡ 0 (independente de x) e, portanto, todas as

hipóteses do Teorema 4.1 são verificadas. Além disso, uma vez que r0 = rn = 0

e sn = const. = c0c1 · · · ck−1 (n = 1, 2, . . .), então Qn é, a menos de uma

transformação afim da variável, um polinómio de Chebyshev de segunda espécie,

Qn(x) = s
n/2
1 Un (x/(2

√
s1 )) , n = 0, 1, 2 · · · .
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Note-se que, nesta situação, os coeficientes que figuram na RRTT para (Pn)n

são sucessões periódicas de período k, i.e., a SPOM (Pn)n é caracterizada por

xPn(x) = Pn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x) , n = 0, 1, 2, · · · , (4.50)

com condições iniciais P−1(x) = 0 e P0(x) = 1 , onde

βnk+i := bi , γnk+i := ci (0 ≤ i ≤ k − 1 ; n = 0, 1, 2, · · ·) . (4.51)

Sejam

c2 :=
k−1∏

i=0

ci e d := (−1)k+1 c
2
0 + c2

c0

(escolhe-se c de modo a ser uma raiz quadrada de
∏k−1
i=0 ci). Defina-se ainda

Ũn(x) := cn Un
(
x−d
2c

)
, n = 0, 1, 2, . . . . (4.52)

A proposição seguinte é, essencialmente, um resultado estabelecido por Ya.

L. Geronimus [30] com o recurso à teoria das fracções contínuas. A prova que

se apresenta a seguir é baseada nos resultados das secções anteriores. As pro-

priedades algébricas (4.53)–(4.54) aparecem também em [24], mas serão obtidas

directamente do Teorema 4.1. As expressões explícitas (4.56) para as “massas”

não foram estabelecidas anteriormente.

Teorema 4.14. A SPOM (Pn)n caracterizada por (4.50)–(4.51), com bj ∈ C e

cj ∈ C \ {0} para todo o j, pode ser descrita por uma transformação polinomial

definida pelos polinómios de Chebyshev de segunda espécie, do seguinte modo:

Pnk+j(x) = ∆0,j−1(x) Ũn(ϕk(x))

+
(∏j

i=0 ci

)
∆j+1,k−2(x) Ũn−1(ϕk(x))

(4.53)

para 0 ≤ j ≤ k − 1 e para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Em particular,

Pnk+k−1(x) = ∆0,k−2(x) Ũn(ϕk(x)) , n = 0, 1, 2, · · · . (4.54)

Além disso, no caso definido-positivo (i.e., bj ∈ R e cj > 0 para todo o j) a

medida de ortogonalidade para (Pn)n é dada por

dσ(x) =

k−1∑

j=1

Mj δ(x− zj) dx+ 1
2πc0

√
4c2 − (ϕk(x) − d)2

|∆0,k−2(x)|
χϕ−1

k (]d−2c,d+2c[)(x) dx

(4.55)

(escolhendo c =
∏k−1
j=0

√
cj ), onde z1 < · · · < zk−1 são os zeros de ∆0,k−2(x) e

Mj :=
∆1,k−2(zj)

∆′
0,k−2(zj)

[
1 − min

{
1,− ∆0,k−1(zj)

c0∆1,k−2(zj)

}]
(4.56)

para todo o j = 1, 2, · · · , k − 1.
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Demonstração. As relações (4.53)–(4.54) obtém-se imediatamente de (4.12) e

(4.8) no Teorema 4.1, atendendo ao exposto antes do enunciado do Teorema

4.14. Considere-se agora o caso definido-positivo. Como Qn(x) = cnUn
(
x
2c

)

então (Qn)n é ortogonal a respeito da medida

dτ(x) =
1

2πc2
χ]−2c,2c[(x)

√
4c2 − x2 dx , (4.57)

e a correspondente função de Stieltjes é dada por

F (z; dτ) =
1

2c
FU

( z
2c

)
, z ∈ C \ [−2c, 2c] ,

onde FU é a função de Stieltjes associada à sucessão (Un)n, definida por (1.25).

Note-se também que o verdadeiro intervalo de ortogonalidade da SPO (Qn)n é

[ξ, η] = [−2c, 2c] = supp(dτ) .

Prove-se agora que todas as hipóteses (i)–(iv) do Teorema 4.7 se verificam. É

óbvio que a hipótese (i) se verifica. Para provar (ii)–(iv), observe-se que

π2
k(zj) − 4c2 = ( 2c0∆1,k−2(zj) + πk(zj) )

2
, j = 1, · · · , k − 1 . (4.58)

De facto, por (4.48), tem-se

πk(x) = ∆0,k−1(x) − c0∆1,k−2(x) = Pk(x) − c0P
(1)
k−2(x) ,

logo, usando o facto de zj ser zero de θk−1 ≡ Pk−1, pode-se escrever

( 2c0∆1,k−2(zj) + πk(zj) )
2

= π2
k(zj) + 4c0∆1,k−2(zj) (πk(zj) + c0∆1,k−2(zj))

= π2
k(zj) + 4c0∆1,k−2(zj)∆0,k−1(zj)

= π2
k(zj) + 4c0

(
P

(1)
k−2(zj)Pk(zj) − Pk−1(zj)P

(1)
k−1(zj)

)

= π2
k(zj) − 4c0

∏k−1
i=1 ci = π2

k(zj) − 4c2 ,

o que prova (4.58). Assim, temos

|πk(zj)| ≥ 2c > 0 , j = 1, · · · , k − 1 . (4.59)

Para mostrar que a hipótese (ii) se cumpre, prove-se que

∫ 2c

−2c

dτ(y)

|y − πk(zj)|
< +∞ , j = 1, · · · , k − 1 . (4.60)
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Claramente, (4.60) verifica-se para cada zj tal que |πk(zj)| > 2c, pelo que resta

provar que (4.60) também se verifica para zj tal que πk(zj) = ±2c. No caso

πk(zj) = 2c, de acordo com (4.57), tem-se

∫ 2c

−2c

dτ(y)

|y − 2c| =
1

2πc2

∫ 2c

−2c

√
4c2 − y2

2c− y
dy =

1

πc

∫ 1

−1

(1 − t)−1/2(1 + t)1/2 dt

=
2

πc
B
(

3
2 ,

1
2

)
=

1

c
< +∞

(B(·, ·) designa a função beta). A prova no caso πk(zj) = −2c é análoga.

Prove-se agora (iii). Tendo em conta as considerações que precedem o Teorema

4.7, πk tem k zeros reais e distintos x1 < · · · < xk, e π′
k tem k − 1 zeros

reais e distintos y1 < · · · < yk−1, que satisfazem x1 < y1 < x2 < y2 <

· · · < yk−1 < xk (propriedade de entrelaçamento). Além disso, observe-se que

θk−1(x) = Pk−1(x) e πk(x) = Pk(x) − c0P
(1)
k−2(x) e, portanto,

πk(zj) = Pk(zj) − c0P
(1)
k−2(zj) , j = 1, 2, · · · , k − 1 .

Agora, por um lado, usando [19, pg. 86, Teorema 4.1] tem-se

zj < z
(1)
k−2,j < zj+1 , j = 1, 2, · · · , k − 2 (4.61)

onde z(1)
k−2,1 < z

(1)
k−2,2 < · · · < z

(1)
k−2,k−2 designam os zeros de P (1)

k−2. Por outro

lado, atendendo a [19, pg. 28, Teorema 5.3], também se tem

zk,j < zj < zk,j+1 , j = 1, 2, · · · , k − 1 (4.62)

onde zk,1 < zk,2 < · · · < zk,k são os zeros de Pk. De (4.61) e (4.62) obtém-se

sgn {πk(zj)} = (−1)k−j , j = 1, · · · , k − 1 (4.63)

e, assim, x1 < z1 < x2 < z2 < · · · < zk−1 < xk. Deste modo, deduz-se

x1 < y1, z1 < x2 < y2, z2 < x3 < · · · < xk−1 < yk−1, zk−1 < xk . (4.64)

Suponha-se que k é um número ímpar (o caso em que k é par trata-se de

modo análogo). Então sgn {πk(x)} = (−1)i−1 se x ∈ (xi, xi+1) para todo o

i = 1, · · · , k− 1. Assim, tem-se πk(y2j−1) > 0, πk(y2j) < 0 e, de (4.59) e (4.64),

obtém-se πk(y2j−1) ≥ 2c e πk(y2j) ≤ −2c para todo o j = 1, 2, · · · , (k − 1)/2.

Por conseguinte, verifica-se a hipótese (iii) do Teorema 4.7. E é claro que a

hipótese (iv) também se verifica, atendendo a (4.64).
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Decorre imediatamente do Teorema 4.7, de (4.57) e de πk(x) = ϕk(x) − d

que a medida dσ é dada (a menos do factor c0/c2) por (4.55), onde

Mj :=
∆1,k−2(zj) − (c2/c0)F (πk(zj); dτ)

∆′
0,k−2(zj)

(4.65)

para cada j = 1, · · · , k − 1 (note-se que v0 =
∫ 2c

−2c
dτ = 1). Para concluir

a demonstração resta provar que esta expressão para Mj coincide com (4.56).

Note-se primeiramente que, atendendo a (4.59) e (4.63), tem-se πk(zj)
2c ≥ 1 se

k − j é par e πk(zj)
2c ≤ −1 se k − j é ímpar. Consequentemente, e atendendo à

definição da função complexa (z2 − 1)1/2, obtém-se

((
πk(zj)

2c

)2

− 1

)1/2

= (−1)k−j

√(
πk(zj)

2c

)2

− 1

=
(−1)k−j

2c
| 2c0∆1,k−2(zj) + πk(zj) | ,

onde √ designa a raiz quadrada real usual. A última igualdade é justificada

por (4.58). Além disso,

F (πk(zj); dτ)

=
1

2c
FU

(
πk(zj)

2c

)
= −1

c




πk(zj)

2c
−
((

πk(zj)

2c

)2

− 1

)1/2




= − 1

2c2

{
∆0,k−1(zj) − c0∆1,k−2(zj)

− (−1)k−j |∆0,k−1(zj) + c0∆1,k−2(zj) |
}
.

Substituindo esta expressão em (4.65) obtemos (4.56), tendo em conta que, para

quaisquer g, h ∈ R,

min{g, h} =
g + h− |g − h|

2
, max{g, h} =

g + h+ |g − h|
2

.

Observação 4.15. Para j ∈ {0, 1, · · · , k − 1}, os zeros de Pnk+j(x) satisfazem




c∆0,j−1(x) sin(n+ 1)θ +

(∏j
i=0 ci

)
∆j+1,k−2(x) sin(nθ) = 0 ,

cos θ = πk(x)
2c .

Em particular, os zeros do polinómio Pnk+k−1(x) são os k−1 zeros do polinómio

θk−1(x) juntamente com os nk pontos {x(n)
j,q }j=0,···,k−1

q=1,···,n
que satisfazem

πk(x
(n)
j,q ) = 2c cos

(
qπ

n+ 1

)
.
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Este resultado foi estabelecido por B. Simon [87, Teorema 2.1]—observa-se que

o polinómio ∆ que aparece em [87] está relacionado com o polinómio πk pela

igualdade ∆(x) = πk(x)/c.

Polinómios ultraesféricos crivados de segunda espécie

Em (4.46), tome-se

bj := 0 , cj := 1
4 (j = 0, 1, · · · , k − 1) .

A SPOM (Pn)n que se obtém com esta escolha é a chamada sucessão dos

polinómios crivados de segunda espécie [16]. Nesta situação, tem-se

∆r,s(x) = Ûs−r+1(x)

para r, s ∈ {0, 1, · · · , k− 1}. De (4.49) obtém-se rn(x) ≡ 0, logo as hipóteses do

Teorema 4.1 são verificadas, sendo a SPOM (Qn)n caracterizada por

rn = 0 , sn = 42−k a(0)
n a(k−1)

n , n = 0, 1, 2, . . . .

Além disso, tem-se

θk−1(x) = Ûk−1(x) , πk(x) = Ûk(x) − 1
4 Ûk−2(x) = T̂k(x) ,

e ∆n(1, j − 1;x) = Ûj(x) e ∆n(j + 2, k − 2;x) = Ûk−j−2(x) para todos os

n = 0, 1, 2, . . . e 0 ≤ j ≤ k − 1. Decorre do Teorema 4.1 que

Pnk+j(x) = Ûj(x)Qn(T̂k(x)) + 4−ja(0)
n Ûk−j−2(x)Qn−1(T̂k(x)) (4.66)

para todos os n = 0, 1, 2, . . . e 0 ≤ j ≤ k − 1. Em particular,

Pnk+k−1(x) = Ûk−1(x)Qn(T̂k(x)) , n = 0, 1, 2, · · · .

O caso especial em que, para λ > −1/2 (fixo) se escolhe

a
(0)
n+1 :=

n+ 1

4(n+ 1 + λ)
, a(k−1)

n :=
n+ 1 + 2λ

4(n+ 1 + λ)
(n = 0, 1, 2, · · ·)

tem importância histórica, uma vez que Qn é, a menos de uma mudança de

variável, um polinómio ultrasférico de parâmetro λ,

Qn(x) =
n!

2kn(λ+ 1)n
Cλ+1
n

(
2k−1x

)
, n = 0, 1, 2, · · ·
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e Pn coincide com o polinómio mónico ultrasférico crivado de segunda espécie

de grau n, Bλn(·; k), introduzido por Al-Salam, Allaway e Askey [4]. De facto,

por (4.66),para j = 0, · · · , k − 1 e n = 0, 1, 2, · · ·, tem-se

Pkn+j(x) = Ûj(x)Qn(T̂k(x)) +
n

4j+1(n+ λ)
Ûk−2−j(x)Qn−1(T̂k(x))

=
n!

2kn+j(λ+ 1)n
Bλkn+j(x; k) ,

sendo a última igualdade justificada pela relação [15]

Bλkn+j(x; k) = Uj(x)C
λ+1
n (Tk(x)) + Uk−j−2(x)C

λ+1
n−1(Tk(x))

e por (1.27). Além disso, como a SPO (Qn)n é ortogonal a respeito da medida

dτ(x) := wτ (x)χ]−21−k, 21−k[ dx , wτ (x) := 2k−1
(
1 − 4k−1x2

)λ+ 1
2 ,

então, pelo Teorema 4.7 (as hipóteses deste teorema são facilmente verificadas,

usando as propriedades dos polinómios de Chebychev de primeira e segunda

espécie) obtém-se, a menos de um factor constante, a medida de ortogonalidade

para os polinómios ultrasféricos crivados de segunda espécie:

dσ(x) := (1 − x2)λ+ 1
2 |Uk−1(x)|2λ χ(−1,1)(x) dx .

Note-se que, neste caso, todas as massasMi dadas por (4.32) são nulas. De facto,

uma vez que os zeros de θk−1 ≡ Ûk−1 são zj = − cos(jπ/k) para j = 1, · · · , k−1,

então πk(zj) = T̂k(zj) = 21−k cos(kπ − jπ) = 21−k(−1)k−j ; logo, usando as

propriedades das funções Beta e Gamma (ver e.g. [7]), obtém-se

F (πk(zj); dτ) = F
(
(−1)k−j21−k; dτ

)
= 2k−1

∫ 1

−1
(1−x)λ+1

2 (1+x)λ+1
2

x−(−1)k−j dx

= (−1)k−1−j2k+2λB
(
λ+ 1

2 , λ+ 3
2

)
,

v0 =
∫

R
dτ =

∫ 1

−1
(1 − x2)λ+1/2 dx = 22λ+2B

(
λ+ 3

2 , λ+ 3
2

)

= 22λB
(
λ+ 1

2 , λ+ 3
2

)
1+2λ
1+λ ,

∆0(2, k − 2; zj) = Ûk−2(zj) = 22−k(−1)k−j−1 .

Consequentemente, como
∏k−1
ν=1 a

(ν)
0 = 41−k 1+2λ

1+λ , obtém-se

v0 ∆0(2, k − 2; zj)/
(∏k−1

ν=1 a
(ν)
0

)
= (−1)k−1−j2k+2λB

(
λ+ 1

2 , λ+ 3
2

)
.

Daqui e de (4.33) deduz-se imediatamente Mj = 0 para todo o j = 1, · · · , k− 1.

Observação 4.16. A ligação entre polinómios crivados e polinómios ortogonais

definidos à custa de transformações polinomiais foi observada por J. Geronimo

e W. Van Assche em [28].



90 Polinómios ortogonais e transformações polinomiais

4.6 Um exemplo com k = 5 e m = 1

As situações consideradas nas secções anteriores correspondem a escolhas ex-

tremais de m (para um dado k), i.e., m assume o valor mínimo possível (m = 0)

ou o valor máximo possível (m = k − 1). O exemplo que aqui se apresenta cor-

responde a uma situação intermédia, com k = 5 e m = 1. Seja (Pn)n a SPOM

caracterizada pela RRTT

xPn(x) = Pn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x) , n = 0, 1, 2, · · · (4.67)

com condições iniciais P−1(x) = 0 e P0(x) = 1, onde

β0 = β5n+1 = β5n+3 = β5n+4 = 0 , β5n+2 = 1 , β5n+5 = 1
2 (n ≥ 0) ,

γ1 = 1
2 , γ2 = 3

2 , γ5n+1 = γ5n+2 = 1 (n ≥ 1) ,

γ5n+3 = 1 , γ5n+4 = 3
2 , γ5n+5 = 3

4 (n ≥ 0) .

(4.68)

Comparando com (4.2), observa-se que (a
(j)
n )n≥0 e (b

(j)
n )n≥0 (0 ≤ j ≤ 4) são

definidas por

b(0)n =





0 se n = 0

1
2 se n ≥ 1

, b(1)n = b(3)n = b(4)n = 0 , b(2)n = 1 ,

a(0)
n =





1 se n = 0

3
4 se n ≥ 1

, a(1)
n =





1
2 se n = 0

1 se n ≥ 1
,

a(2)
n =






3
2 se n = 0

1 se n ≥ 1
, a(3)

n = 1 , a(4)
n = 3

2

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. É fácil de verificar que se cumprem todas as hipóteses

do Teorema 4.1 (com k = 5 e m = 1) e que

∆n(3, 5;x) = x4 − 3
2x

3 − 11
4 x

2 + 7
2x (independente de n) ,

rn(x) =





0 se n = 0

− 5
8 se n ≥ 1

(independente de x) ,

θ1(x) = x , η3(x) = x3 − 3
2x

2 − 11
4 x+ 7

2 ,

π5(x) = x5 − 3
2x

4 − 19
4 x

3 + 5x2 + 19
4 x− 23

8 .

Além disso, a SPOM (Qn)n definida pela RRTT (4.10) é caracterizada por

rn =





0 se n = 0

− 5
8 se n ≥ 1

, sn =





27
16 se n = 1

9
8 se n ≥ 2 .
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Assim, cada Qn pode ser expresso em função dos polinómios de Chebychev de

segunda espécie:

Qn(x) =
(

3
√

2
4

)n {
Un

(
8x+5
12

√
2

)
− 5

√
2

12 Un−1

(
8x+5
12

√
2

)
− 1

2 Un−2

(
8x+5
12

√
2

)}
(4.69)

para todo o n = 0, 1, 2, · · · . Decorre do Teorema 4.1 que (Pn)n pode obter-se

de (Qn)n por meio de transformação polinomial, tendo-se

P5n+1(x) = xQn(π5(x)) , n = 0, 1, 2, · · · .

As expressões para os restantes polinómios, P5n+j(x) (2 ≤ j ≤ 5 ; n = 0, 1, 2, · · ·),
podem também obter-se pelo Teorema 4.1. A medida de ortogonalidade para a

sucessão (Pn)n deduz-se do Teorema 4.7. Para determinar esta medida, note-se

primeiro que (Qn)n é ortogonal a respeito da medida (ver Anexo C)

dτ(x) =
1

13
δ
(
x− 3

2

)
+ wτ (x)χ ]− 5

8− 3
2

√
2,− 5

8+
3
2

√
2
[ (x) dx ,

onde

wτ (x) := − 36
√

2

π (2x− 3)(8x+ 27)

√

1 −
(

8x+ 5

12
√

2

)2

.

Constata-se facilmente que as hipóteses (i)–(iv) do Teorema 4.7 são verificadas.

De facto, tem-se

supp(dτ) =
[
− 5

8 − 3
2

√
2,− 5

8 + 3
2

√
2
]
∪
{

3
2

}
,

logo a hipótese (i) do Teorema 4.7 verifica-se trivialmente, com ξ = 5
8 − 3

2

√
2

e η = 3
2 . É óbvio que a hipótese (ii) também se verifica, pois, uma vez que

o único zero de θ1(x) é z1 = 0 e π5(0) = −23/8, então os pólos da função

wτ (x)/|(x − π5(0))| são −23/8 = −2.875, −27/8 = −3.375 e 3/2 = η, os quais

não pertencem ao intervalo

[
− 5

8 − 3
2

√
2,− 5

8 + 3
2

√
2
]
≈ [−2.74632, 1.49632]

(este intervalo é o suporte da parte absolutamente contínua da medida dτ). As

hipóteses (iii) e (iv) podem confirmar-se geometricamente (ver Figura 4.3).

Por outro lado, uma vez que

v0 =

∫

R

dτ(x) =
1

13
− 36

√
2

π

∫ − 5
8+

3
2

√
2

− 5
8− 3

2

√
2

√
1 −

(
8x+5
12

√
2

)2

(2x− 3)(8x+ 27)
dx = 1
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Figura 4.3

y=η

y=ξ

π5

θ1η3

π′
5

η3

θ1

e

F (π5(0); dτ) =

∫

R

dτ(x)

x+ 23
8

=
8

455
− 288

√
2

π

∫ −5
8+

3
2

√
2

−5
8−3

2

√
2

√
1 −

(
8x+5
12

√
2

)2

(8x+ 23)(2x− 3)(8x+ 27)
dx =

4

7
,

conclui-se que a “ massa” M1 dada por (4.33) é

M1 = v0/a
(1)
0 − η3(0)F (π5(0); dτ) = 0 .

Assim, a SPOM (Pn)n é ortogonal a respeito da medida

dσ(x) =

5∑

i=1

Niδ(x − ai) dx+ wσ(x)χπ−1
5 (]− 5

8
− 3

2

√
2,− 5

8
+ 3

2

√
2 [)(x) dx ,

onde a1, · · · , a5 são as soluções da equação π5(x) = 3
2 , N1, · · · , N5 são números

reais não negativos (“ massas”) e (cf. Observação 4.8)

wσ(x) :=
|4x3 − 6x2 − 11x+ 14|

4|x| wτ (π5(x)) .

Note-se que wσ(x) pode escrever-se explicitamente na forma

wσ(x) =−3
√

2 sgn{4x3−6x2−11x+14}
√

−18−2x(x−1)(4x4−2x3−21x2−x+18)(4x4−6x3−19x2+20x+19)

2π|x|(2x3−4x2−4x+5)(4x4+2x3−15x2−10x−1)
.

Além disso, como π5(x)− 3
2 =

(
x2 + x

2 − 7
4

) (
x3 − 2x2 − 2x+ 5

2

)
, deduz-se que

os ai’s são dados (por ordem crescente) por

a1 = −1−
√

29
4 ≈ −1.5963 ,

a2 = 2
3

(
1 −

√
10 cos ζ3

)
≈ −1.2398 , a3 = 2

3

(
1 +

√
10 cos π+ζ

3

)
≈ 0.8405 ,

a4 = −1+
√

29
4 ≈ 1.0963 , a5 = 2

3

(
1 +

√
10 cos π−ζ3

)
≈ 2.3993 ,



Um exemplo com k = 5 e m = 1 93

onde ζ := arccos 31
40

√
10

. As correspondentes massas Ni’s são dadas por

Ni =
(ai − 2)2

27a4
i − 108a3

i + 160a2
i − 130ai + 130

, i = 1, · · · , 5 , (4.70)

donde

N1 ≈ 0.0095 , N2 ≈ 0.0130 , N3 ≈ 0.0162 , N4 ≈ 0.0107 , N5 ≈ 0.0011 .

Antes de demonstrar (4.70), recorde-se que

supp(dσ) = E ∪ {a1, a2, a3, a4, a5} ,

onde E := π−1
5

(
[− 5

8 − 3
2

√
2,− 5

8 + 3
2

√
2 ]
)

é uma união de 5 intervalos disjuntos:

E ≈[−1.8199,−1.5967]∪[−1.2392,−0.6834]∪[0.0264,0.8387]∪[1.0980,1.8118]∪[2.1651,2.3992] .

Para provar (4.70), considere-se a sucessão ortonormal (pn)n correspondente à

SPOM (Pn)n. De acordo com (1.9), é pn(x) = (u0

∏n
i=1 γi)

−1/2
Pn(x) para todo

o n = 0, 1, 2, · · ·. Recorde-se ainda (da teoria geral dos PO’s) que

Ni =
1

∑+∞
n=0 p

2
n(ai)

(i = 1, · · · , 5) .

Uma vez que u0 = 1 e tendo em conta (4.68), obtém-se

+∞∑

n=0

p2
n(x) = 1 +

+∞∑

n=0

5∑

j=1

p2
5n+j(x) = 1 +

+∞∑

n=0

4
3

(
8
9

)n
Vn(x) , (4.71)

onde

Vn(x) := P 2
5n+1(x) + P 2

5n+2(x) + P 2
5n+3(x) + 2

3 P
2
5n+4(x) + 8

9 P
2
5n+5(x) .

Mas, pelo Teorema 4.1, para cada j ∈ {1, · · · , 5} tem-se

P5n+j(x) =
∆n(3, j − 1;x)Qn+1 (π5(x)) +

(∏j−1
s=1 a

(s+1)
n

)
∆n(j + 2, 5;x)Qn (π5(x))

η3(x)

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Além disso, tomando x = ai (i = 1, · · · , 5) conclui-se

que Qn (π5(ai)) = Qn
(

3
2

)
para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Por (4.69) obtém-se

Qn
(

3
2

)
=
(

3
√

2
4

)n {
Un

(
17

12
√

2

)
− 5

√
2

12 Un−1

(
17

12
√

2

)
− 1

2 Un−2

(
17

12
√

2

)}

para todo o n = 0, 1, 2 · · ·. Agora, recorde-se que

Un(x) =
sinh ((n+ 1)argcoshx)

sinh(argcoshx)
se x > 1 .
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Assim, para x = 17
12

√
2

, obtém-se

Un

(
17

12
√

2

)
=

sinh ((n+ 1) z)

sinh(z)
=
e(n+1)z − e−(n+1)z

ez − e−z
, cosh z =

17

12
√

2
.

A solução positiva da última equação é z = ln
(
3
√

2/4
)
, o que permite deduzir

(recorrendo ao Maple) que

Vn(ai) =
9a4
i − 36a3

i + 53a2
i − 42ai + 42

4(ai − 2)2
, i = 1, · · · , 5 .

Note-se que esta expressão é independente de n. Finalmente, fazendo x = ai

em (4.71), obtém-se (4.70).



Capítulo 5

Operadores de Jacobi e

transformações polinomiais

Neste capítulo, aplicam-se os resultados estabelecidos no capítulo anterior para

analisar propriedades espectrais de certos operadores de Jacobi que podem ser

descritos usando transformações polinomiais do tipo estudado. Estaremos par-

ticularmente interessados na descrição dos espectros essenciais de tais oper-

adores. Recorde-se que sendo H um espaço de Hilbert e T um operador linear

limitado auto-adjunto em H , então o espectro de T admite a decomposição

σ(T) = σc(T) ∪ σp(T) ,

onde σc(T) designa o espectro contínuo e σp(T) o espectro pontual de T. Um

ponto limite do espectro de T é todo o ponto de σc(T), ou todo o ponto de

acumulação de σp(T), ou um valor próprio de T com multiplicidade infinita. O

conjunto dos pontos limite do espectro de T é chamado o espectro essencial de

T e designa-se por σess(T). Assim, σ(T) também admite a decomposição

σ(T) = σess(T) ∪ σfp (T)

(uma união disjunta), onde σfp (T) := σ(T) \ σess(T) é um conjunto de números

reais, que contém apenas pontos isolados do espectro que são os valores próprios

de multiplicidade finita. Por vezes, a σfp (T) também se chama espectro discreto.

É bem conhecido que o espectro essencial de um operador linear auto adjunto

limitado pode ser caracterizado pela família espectral associada. Este facto pode

ser usado para provar a seguinte caracterização do espectro essencial.

95
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Teorema 5.1 (Critério de Weyl). Seja T um operador linear auto-adjunto

limitado no espaço de Hilbert H e λ um número real. Então λ ∈ σess(T) se e

só se existe uma sucessão (fn)n contida no domínio de T tal que ‖fn‖ = 1 para

todo o n e as seguintes condições se verificarem quando n→ +∞ :

fn ⇀ 0 [fracamente em H ] , (T − λI) fn → 0 [fortemente em H ] ,

onde I designa o operador identidade em H.

O critério de Weyl permite provar as duas proposições seguintes.

Teorema 5.2 (Teorema Weyl). Seja H um espaço de Hilbert, T um operador

linear limitado auto-adjunto e K um operador compacto em H. Então

σess(T + K) = σess(T) .

Teorema 5.3. Seja T um operador linear auto-adjunto limitado num espaço

de Hilbert, então

q(σess(T)) = σess(q(T))

para todo o polinómio não nulo q.

Os resultados anteriores (bem como algumas generalizações para operadores

não auto-adjuntos) podem ser vistos, e.g., nos livros de Riesz e Nagy [83,

Sec. 133] e de Reed e Simon [81, Sec. VII.3], [82, Sec. XIII.4].

5.1 Espectro de um operador de Jacobi periódico

O objectivo nesta secção é determinar o espectro de um operador de Jacobi

periódico, dando uma prova alternativa a um resultado estabelecido por A.

Maté, P. Nevai e W. Van Assche em [66]. Tal operador actua no espaço de

sucessões (de números complexos) ℓ2(C) e pode ser representado por uma matriz

tridiagonal infinita do tipo

Jk :=




b0 c1 0 · · ·
c1 b1 c2 · · ·
0 c2 b2 · · ·
...

...
...

. . .



, (5.1)

onde (bn)n≥0 e (cn)n≥1 são sucessões periódicas de período k, i.e., satisfazem

b0 = bk , bnk+j = bj , cnk+j = cj (j = 1, · · · , k) (5.2)
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para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Com a operação usual de multiplicação de uma

matriz por um vector, Jk define um operador linear limitado em ℓ2(C). A

proposição seguinte caracteriza o espectro de Jk no caso de este ser um operador

auto-adjunto, e é essencialmente o Teorema 13 em [66]. A prova apresentada

em [66] baseou-se num isomorfismo adequado estabelecido entre ℓ2(C) e a classe

de Hardy H2(D). A prova que se apresenta a seguir é baseada nos resultados

obtidos no capítulo anterior.

Teorema 5.4. Considere-se o operador de Jacobi Jk definido por (5.1)–(5.2),

com bj ∈ R e cj > 0 para todo o j = 1, · · · , k (logo, Jk define um operador

limitado auto-adjunto em ℓ2(C)). Defina-se Di,j(x) = 1 se i > j e, para i ≤ j,

Di,j(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− bi ci+1 0 · · · 0 0

ci+1 x− bi+1 ci+2 · · · 0 0

0 ci+2 x− bi+2 · · · 0 0

· · · · · · · · · . . . · · · · · ·
0 0 0 · · · x− bj−1 cj

0 0 0 · · · cj x− bj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Sejam
πk(x) := D0,k−1(x) − c2kD1,k−2(x) , θk−1(x) := D0,k−2(x) ,

Σ := π−1
k ([−2c, 2c] ) , c :=

∏k
j=1 cj .

Então:

(i) πk tem k zeros reais e distintos, x1 < · · · < xk, e θk−1 tem k−1 zeros reais

e distintos, z1 < · · · < zk−1, que satisfazem xj < zj < xj+1 e |πk(zj)| ≥ 2c

para cada j = 1, · · · , k − 1.

(ii) Σ é uma união de k intervalos fechados, tais que entre dois destes inter-

valos (vizinhos) existe um zero de θk−1; quaisquer dois intervalos vizinhos

têm em comum, no máximo, um único ponto, que deverá ser um zero

comum dos polinómios θk−1 e π′
k.

(iii) O espectro de Jk é

σ(Jk) = Σ ∪ Z ,

onde Z é um subconjunto de {z1, · · · , zk−1}, tendo-se

zj ∈ Z se e só se D0,k−1(zj)/D1,k−2(zj) > −c2k

para cada j = 1, 2, · · · , k − 1 . Além disso Z é o conjunto dos valores

próprios de Jk, isto é, Z é o espectro pontual de Jk.
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Demonstração. Observe-se que o determinante Di,j(x) resulta do determinante

∆i,j(x), definido em (4.47), substituindo cada cs por c2s na definição de ∆i,j(x).

Assim, o Teorema 5.4 é uma consequência do Teorema 4.14 e da sua demons-

tração, uma vez que, sob as hipóteses em consideração, o espectro do operador

Jk coincide com o suporte da medida de ortogonalidade para a SPO (pn)n.

Note-se que a condição D0,k−1(zj)/D1,k−2(zj) > −c2k é equivalente à condição

Mj > 0, onde Mj é definido como no Teorema 4.14.

Na verdade, o teorema precedente fornece informação para além da que

está contida em [66, Teorema 13]. De facto, em [66, Teorema 13] os autores

descrevem o espectro σ(Jk) estabelecendo que σ(Jk) coincide com o conjunto

π−1
k ( ] − 2c, 2c[ ) a menos de um número finito de pontos, que não identificam.

Note-se que (como decorre do Teorema 5.4) este conjunto adicional de pontos é

precisamente o conjunto Z descrito em (iii), juntamente com os números reais λ

tais que πk(λ) = ±2c. Por outro lado, em [66, pg. 520] os autores colocaram a

possibilidade de existirem números reais λ que satisfaçam |πk(λ)| = 2c e que não

pertençam ao conjunto σ(Jk), e foi por esta razão que consideraram o conjunto

π−1
k ( ] − 2c, 2c[ ) em vez de Σ := π−1

k ( [−2c, 2c] ) para a descrição do espectro de

Jk (a menos de um conjunto finito de pontos). Além disso, considerando aquela

possibilidade, fizeram a seguinte afirmação (aqui reproduzida e traduzida com

o devido acerto de notação): “ Não encontrámos um exemplo que mostre que

existem reais λ satisfazendo |πk(λ)| ≤ 2c mas não |πk(λ)| < 2c e que não

pertençam ao espectro”. O Teorema 5.4 permite concluir que um tal exemplo

não existe! (A principal razão é a afirmação (i) no teorema, a qual implica que

o conjunto Σ não tem pontos isolados.)

Em [66, pg. 520] foi apresentado um exemplo onde mostra que, de facto, o

espectro de Jk pode ter pontos fora do conjunto Σ. (De acordo com o Teorema

5.4 estes pontos devem, necessariamente, pertencer ao conjunto Z.) Nesse ex-

emplo, considera-se uma certa matriz de Jacobi, D, para a qual 0 é um valor

próprio, e indica-se um vector próprio associado, nomeadamente,

D =




0 1 0 0 0 · · ·
1 0 2 0 0 · · ·
0 2 0 1 0 · · ·
0 0 1 0 2 · · ·
...

...
...

...
...

. . .




,

〈
1, 0,−1

2
, 0,

1

4
, 0,−1

8
, 0, · · ·

〉∗
,
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onde o asterisco indica que se trata da matriz transposta. (Em [66] existe

uma gralha na definição da matrix D, bem como na expressão indicada para o

vector próprio, que devem ser definidos como atrás.) De facto, mais geralmente,

quando k = 2, a matriz Jk é a matriz de Jacobi 2−periódica

J2 =




b0 c1 0 0 0 · · ·
c1 b1 c2 0 0 · · ·
0 c2 b0 c1 0 · · ·
0 0 c1 b1 c2 · · ·
...

...
...

...
...

. . .




(b0, b1 ∈ R ; c1, c2 > 0). Neste caso, tem-se θ1(x) = x − b0 e, portanto, pelo

Teorema 5.4, conclui-se que só b0 poderá ser valor proprio de J2 e, além disso,

b0 é um valor próprio de J2 se e só se c1 < c2 (cf. [92, 57, 6]).

Do mesmo modo, quando k = 3, deduz-se que os possíveis valores próprios

do operador de Jacobi 3−periódico

J3 =




b0 c1 0 0 0 · · ·
c1 b1 c2 0 0 · · ·
0 c2 b2 c3 0 · · ·
0 0 c3 b0 c1 · · ·
...

...
...

...
...

. . .




(b0, b1, b2 ∈ R ; c1, c2, c3 > 0) são

λ± := 1
2

(
b0 + b1 ±

√
(b0 − b1)2 + 4c21

)
,

sendo λ± valor próprio de J3 se e só se a seguinte condição se verifica:

c23
c22
>
b1 − b0 ±

√
(b0 − b1)2 + 4c21

b0 − b1 ±
√

(b0 − b1)2 + 4c21

(veja-se também [6]). Em particular, se b1 = b0, conclui-se que b0 ± c1 são os

possíveis valores próprios de J3, e b0 + c1 é um valor próprio de J3 se e só se

b0 − c1 é um valor próprio de J3 se e só se c2 < c3.

Observação 5.5. A. Almendral Vázquez [3] deu uma descrição do espectro e

do espectro essencial de um operador de Jacobi periódico cujas entradas são

números complexos.
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5.2 Espectro essencial obtido via uma transfor-

mação polinomial

Considere-se um operador de Jacobi, J, que actua no espaço de Hilbert complexo

ℓ2 ≡ ℓ2(C), representado na base canónica de ℓ2 por uma matriz tridiagonal

infinita simétrica (também designada por J)

J :=




b
(0)
0 c

(1)
0 0 · · · 0 0 0 0 · · ·

c
(1)
0 b

(1)
0 c

(2)
0 · · · 0 0 0 0 · · ·

0 c
(2)
0 b

(2)
0 · · · 0 0 0 0 · · ·

...
...

...
. . .

...
...

...
...

. . .

0 0 0 · · · b
(k−2)
0 c

(k−1)
0 0 0 · · ·

0 0 0 · · · c
(k−1)
0 b

(k−1)
0 c

(0)
1 0 · · ·

0 0 0 · · · 0 c
(0)
1 b

(0)
1 c

(1)
1 · · ·

0 0 0 · · · 0 0 c
(1)
1 b

(1)
1 · · ·

...
...

...
. . .

...
...

...
...

. . .




, (5.3)

onde b(i)n e c(i)n (0 ≤ i ≤ k − 1 ; n = 0, 1, 2 . . .) são números complexos tais que

Bi := sup
n∈N0

|b(i)n | <∞ , Ci := sup
n∈N0

|c(i)n | <∞ , 0 ≤ i ≤ k − 1 . (5.4)

Nestas condições, J é um operador linear simétrico e limitado em ℓ2(C), com

‖J‖ ≤ sup
0≤i≤k−1

{Bi + 2Ci} .

Designe (pn)n a sucessão ortonormada definida por J, que é caracterizada por

(x− b
(j)
n )pnk+j(x) = c

(j+1)
n pnk+j+1(x) + c

(j)
n pnk+j−1(x) ,

j = 0, 1, · · · , k − 1 ; n = 0, 1, 2, · · · ,
(5.5)

com a convenção c
(k)
n = c

(0)
n+1 para todo o n = 0, 1, 2, · · · e com as condições

iniciais p−1(x) = 0 e p0(x) = 1. A SPOM correspondente à sucessão (pn)n é a

sucessão (Pn)n caracterizada por (4.2) com b
(j)
n definido como em (5.5) e

a(j)
n := [c(j)n ]2 (j = 0, 1, · · · , k − 1 ; n = 0, 1, 2, · · ·) . (5.6)

Com estes números b(j)n e a(j)
n podem-se construir os determinantes ∆n(i, j;x)

definidos por (4.4)−(4.5). Assim, sob as hipóteses do Teorema 4.1 é possível

estudar as propriedades espectrais de J usando a teoria desenvolvida no capí-

tulo anterior envolvendo transformações polinomiais. É este o objectivo deste

capítulo. Começamos por estabelecer um lema preliminar.
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Lema 5.6. Sejam k ∈ N e (rn)n≥0 e (sn)n≥1 duas sucessões de números reais

limitadas, com sn > 0 para todo o n ≥ 1. Designem JQ e J0,k os operadores

definidos em ℓ2(C) por

JQ =




r0
√
s1

√
s1 r1

√
s2

√
s2 r2

√
s3

√
s3 r3

√
s4

. . .
. . .

. . .




e

J0,k =




r0Ik
√
s1Ik

√
s1Ik r1Ik

√
s2Ik

√
s2Ik r2Ik

√
s3Ik

√
s3Ik r3Ik

√
s4Ik

. . .
. . .

. . .




,

onde Ik é a matriz identidade de ordem k. Então JQ e J0,k são operadores

lineares auto-adjuntos limitados cujos espectros, espectros pontuais, espectros

essenciais e espectros discretos coincidem, respectivamente:

(i) σ(J0,k) = σ(JQ)

(ii) σp(J0,k) = σp(JQ)

(iii) σess(J0,k) = σess(JQ)

(iv) σfp (J0,k) = σfp (JQ) .

Demonstração. Provaremos as igualdades (ii) e (iii). A igualdade (i) decorre

da prova de (iii), atendendo à Proposição VII.12 em [81, p.237]; e (iv) é uma

consequência das igualdades precedentes. Prove-se em primeiro lugar a inclusão

σp(J0,k) ⊆ σp(JQ). Seja λ ∈ σp(J0,k). Então existe x̃ = (ξ̃j)j≥0 ∈ ℓ2(C)\{0}
tal que (J0,k − λI)x̃ = 0, i.e.,

√
sn ξ̃(n−1)k+j + (rn − λ)ξ̃nk+j +

√
sn+1 ξ̃(n+1)k+j = 0 ,

n = 0, 1, 2, · · · ; j = 0, 1, · · · , k − 1 .
(5.7)

Sejam j0 ∈ {0, 1, · · · , k − 1} e n0 ∈ N0 tais que ξ̃n0k+j0 6= 0 e defina-se

ξn := ξ̃nk+j0 , n = 0, 1, 2, · · · .

Como ξn0 6= 0 então x := (ξn)n ∈ ℓ2(C)\{0}, logo de (5.7) para j = j0, obtém-se

√
sn ξn−1 + (rn − λ)ξn +

√
sn+1 ξn+1 = 0 , n = 0, 1, 2, · · · ,
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i.e., (JQ−λI)x = 0. Conclui-se que λ ∈ σp(JQ) e, portanto, σp(J0,k) ⊆ σp(JQ).

Reciprocamente, seja λ ∈ σp(JQ). Então existe x = (ξn)n ∈ ℓ2(C)\{0} tal que

(JQ − λI)x = 0, i.e.,

√
sn ξn−1 + (rn − λ)ξn +

√
sn+1 ξn+1 = 0, n = 0, 1, 2, · · · . (5.8)

Defina-se x̃ := (ξ̃n)n por

ξ̃nk+j :=





0 se j ∈ {1 · · · , k − 1}
ξn se j = 0

(n = 0, 1, 2, · · ·) .

Então x̃ ∈ ℓ2(C)\{0} e, de (5.8), obtém-se

√
sn ξ̃(n−1)k+j + (rn − λ)ξ̃nk+j +

√
sn+1 ξ̃(n+1)k+j = 0 ,

n = 0, 1, 2, · · · ; j = 0, 1, · · · , k − 1 ,

i.e., (J0,k−λI)x̃ = 0, ou seja, λ ∈ σp(J0,k). Logo σp(JQ) ⊆ σp(J0,k) e, portanto,

verifica-se a igualdade (ii).

Prove-se (iii). Para mostrar que σess(J0,k) ⊆ σess(JQ), tome-se λ ∈ σess(J0,k).

Pelo critério de Weyl, existe f̃n ≡ (f̃
(n)
j )j≥0 ∈ ℓ2(C) tal que ‖f̃n‖ = 1 para todo

o n = 0, 1, 2, · · · e

f̃n ⇀ 0 , ‖(J0,k − λI)f̃n‖ → 0 (n→ +∞) .

Como 1 = ‖f̃n‖2 =
∑k−1

i=0

(∑∞
j=0 |f̃

(n)
jk+i|2

)
, existe i0 ∈ {0, 1, · · · , k − 1} tal que

∑∞
j=0 |f̃

(n)
jk+i0

|2 ≥ 1
k para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Defina-se f̂n ≡ (f̂

(n)
j )j ∈ ℓ2(C)

por f̂ (n)
j := f̃

(n)
jk+i0

. Note-se que ‖f̂n‖2 =
∑∞

j=0 |f̂
(n)
j |2 ≥ 1

k para todo o n. Seja

fn :=
f̂n

‖f̂n‖
(n = 0, 1, 2, · · ·) .

É evidente que fn ∈ ℓ2(C) e ‖fn‖ = 1 para todo o n. Para provar que fn ⇀ 0

em ℓ2(C) basta mostrar que

〈fn, h〉 → 0 ( com n→ +∞) (5.9)

para todo o h ∈ ℓ2(C), onde 〈·, ·〉 denota o produto interno usual em ℓ2(C). De

facto, tome-se arbitrariamente h ≡ (hn)n ∈ ℓ2(C). Defina-se g ≡ (gn)n por

gjk+i :=





hj se i = i0

0 se i ∈ {0, 1, · · · , k − 1}\{i0}
(j = 0, 1, 2, · · ·) .
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Então g ∈ ℓ2(C) e

〈fn, h〉 =
1

‖f̂n‖

∞∑

j=0

f̃
(n)
jk+i0

gjk+i0 =
1

‖f̂n‖

∞∑

ν=0

f̃ (n)
ν gν =

1

‖f̂n‖
〈f̃n, g〉 ,

donde resulta

|〈fn, h〉| ≤
√
k |〈f̃n, g〉| , n = 0, 1, 2, · · · .

Isto prova (5.9), uma vez que f̃n ⇀ 0, facto que implica 〈f̃n, g〉 → 0. Para

provar que λ ∈ σess(JQ), resta mostrar que ‖(JQ − λI)fn‖ → 0. De facto,

‖f̂n‖2‖(JQ − λI)fn‖2=

∞∑

j=0

|√sj f̂ (n)
j−1 + (rj − λ)f̂

(n)
j +

√
sj+1 f̂

(n)
j+1|2

=

∞∑

j=0

|√sj f̃ (n)
(j−1)k+i0

+ (rj − λ)f̃
(n)
jk+i0

+
√
sj+1 f̃

(n)
(j+1)k+i0

|2

≤ ‖(J0,k − λI)f̃n‖2 ,

donde ‖(JQ−λI)fn‖ ≤
√
k ‖(J0,k−λI)f̃n‖ → 0 , logo λ ∈ σess(JQ). Conclui-se,

assim, que σess(J0,k) ⊆ σess(JQ).

Resta mostrar que σess(JQ) ⊆ σess(J0,k). Seja λ ∈ σess(JQ). Então, existe

fn ≡ (f
(n)
j )j ∈ ℓ2(C) tal que ‖fn‖ = 1 para todo o n e

fn ⇀ 0 , ‖(JQ − λI)fn‖ → 0 (n → +∞) .

Defina-se f̃n ≡ (f̃
(n)
j )j ∈ ℓ2(C) por

f̃
(n)
jk+i :=





f
(n)
j se i = 0

0 se i ∈ {1, · · · , k − 1}
(j = 0, 1, 2, · · ·) .

Tem-se ‖f̃n‖2 =
∑∞

j=0 |f̃
(n)
j |2 =

∑k−1
i=0

∑∞
j=0 |f̃

(n)
jk+i|2 =

∑∞
j=0 |f

(n)
j |2 = ‖fn‖2,

logo ‖f̃n‖ = ‖fn‖ = 1 para todo o n. Sejam f ≡ (fj)j ∈ ℓ2(C) e f̂ ≡ (f̂j)j , com

f̂j := fjk para todo o j = 0, 1, 2, · · ·. Então, tem-se f̂ ∈ ℓ2(C) e

〈f̃n, f〉 =

∞∑

j=0

f̃
(n)
j fj =

k−1∑

i=0

∞∑

j=0

f̃
(n)
jk+ifjk+i =

∞∑

j=0

f
(n)
j fjk = 〈fn, f̂ 〉 → 0 ,

logo f̃n ⇀ 0 em ℓ2(C). Finalmente, prove-se que ‖(J0,k−λI)f̃n‖ → 0. De facto,

‖(J0,k − λI)f̃n‖2 =

k−1∑

i=0

∞∑

j=0

|√sj f̃ (n)
(j−1)k+i + (rj − λ)f̃

(n)
jk+i +

√
sj+1 f̃

(n)
(j+1)k+i|

2

=

∞∑

j=0

|√sj f (n)
j−1 + (rj − λ)f

(n)
j +

√
sj+1 f

(n)
j+1|2

= ‖(JQ − λI)fn‖2 → 0 .

Conclui-se que λ ∈ σess(J0,k) e, portanto, σess(JQ) ⊆ σess(J0,k).
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Regressando ao operador de Jacobi J dado por (5.3), observe-se que se pode

escrever

πk(J) = J0,k +




A0 B1

Bt1 A1 B2

Bt2 A2 B3

Bt3 A3 B4

. . .
. . .

. . .




, (5.10)

onde a última matriz é tridiagonal infinita por blocos, com (An)n e (Bn)n

sucessões de matrizes de ordem k, sendo cada Bn uma matriz triangular in-

ferior. (As expressões explícitas para as entradas das matrizes An e Bn podem

obter-se calculando a diferença πk(J) − J0,k.)

Teorema 5.7. Seja J o operador de Jacobi representado por (5.3) e suponha-se

que as entradas de J satisfazem as condições (5.4) e

b(j)n ∈ R , c(j)n > 0 (0 ≤ j ≤ k − 1 ; n = 0, 1, 2 . . .) .

(Nestas condições, J é um operador limitado e auto-adjunto em ℓ2(C)). Seja

(Pn)n a SPOM caracterizada por (4.2), sendo as sucessões (a
(j)
n )n e (b

(j)
n )n que

figuram em (4.2) construídas à custa das sucessões (b
(j)
n )n e (c

(j)
n )n que aparecem

na definição de J, com (a
(j)
n )n definida por (5.6). Considerando a SPOM (Pn)n

assim definida, suponha-se que se verificam as condições (i)–(iv) que figuram no

Teorema 4.1, com r = 0, e suponha-se ainda que

An → 0 , Bn → 0 (n→ +∞) , (5.11)

onde An e Bn são as matrizes de ordem k definidas por (5.10). Então

πk(σess(J)) = σess(JQ) , (5.12)

onde JQ é o operador de Jacobi definido como no Lema 5.6 e cujas entradas,

rn e sn, são definidas por (4.11). Consequentemente, tem-se

σess(J) ⊆ π−1
k (σess(JQ)) . (5.13)

Demonstração. Atendendo à hipótese (5.11), deduz-se do Teorema 5.3, do Lema

5.6 e do Teorema 5.2 (de Weyl) que as igualdades

πk(σess(J)) = σess(πk(J)) = σess(J0,k) = σess(JQ)

se verificam.
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Observação 5.8. Fica em aberto a questão de saber se em (5.13) a relação de

inclusão pode ser substituida por uma igualdade.

Nas secções seguintes analisam-se algumas situações especiais, envolvendo

transformações quadráticas e cúbicas. É conveniente introduzir as matrizes

Ãn := rnIk +An e B̃n :=
√
sn Ik +Bn . (5.14)

Assim, (5.10) pode reescrever-se na forma

πk(J) =




Ã0 B̃1

B̃t1 Ã1 B̃2

B̃t2 Ã2 B̃3

B̃t3 Ã3 B̃4

. . .
. . .

. . .




. (5.15)

O resultado seguinte, estabelecido por T. S. Chihara [18] (e provado de forma

alternativa por Y. Last e B. Simon [43, Teorema 7.2]) será também usado.

Teorema 5.9. [18, 43] Sob as condições do Lema 5.6, se sn → 0 e R é o

conjunto de pontos limite de (rn)n, então

σess(JQ) = R .

Observação 5.10. Recorde-se que um número real x é um ponto limite de

uma sucessão de números reais (xn)n se existir uma subsucessão de (xn)n que

converge para x.

5.3 Espectro essencial obtido via uma transfor-

mação quadrática

Seja J um operador de Jacobi em ℓ2(C) definido por

J :=




b0 c1 0 0 0 · · ·
c1 b1 c2 0 0 · · ·
0 c2 b0 c3 0 · · ·
0 0 c3 b1 c4 · · ·
0 0 0 c4 b0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .




, (5.16)
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onde

b0, b1 ∈ R , cn > 0 (n = 1, 2, 3, · · ·) , sup
n∈N

cn <∞ . (5.17)

Sob tais condições, J é um operador limitado e auto-adjunto em ℓ2(C). Este

operador pode ser estudado usando uma transformação polinomial, com k = 2

e m = 1. De facto, comparando com (5.3) e (5.6), tem-se

b(0)n = b0 , b(1)n = b1 , a(0)
n = c22n , a(1)

n = c22n+1

para todo o n = 0, 1, 2, · · ·. Constata-se de imediato que a condições (i)–(iv) do

Teorema 4.1 são verificadas (com k = 2 e m = 1, e tomando r = 0), tendo-se

rn := c22n+2 + c22n+1 − c22 − c21 , sn := c22nc
2
2n+1

θ1(x) := x− b0 , π2(x) := x2 − (b0 + b1)x+ b0b1 − c21 − c22 .
(5.18)

Convencionando que c0 := 0 e calculando π2(J), após alguns cálculos, determinam-

se as matrizes Ãn e B̃n em (5.15), obtendo-se

Ãn =



 c22n − c22 + c22n+1 − c21 0

0 c22n+2 − c22 + c22n+1 − c21



 , n = 0, 1, 2, · · · ,

e

B̃n =


 c2n−1c2n 0

0 c2nc2n+1


 , n = 1, 2, · · · .

Consequentemente, de acordo com (5.14), deduz-se

An =


 c22n − c22n+2 0

0 0


 , Bn = c2n


 c2n−1 − c2n+1 0

0 0


 (5.19)

para todo o n. Assim, do Teorema 5.7, obtém-se imediatamente o seguinte

Teorema 5.11. Seja J o operador de Jacobi definido por (5.16)–(5.17). Designe

π2 o polinómio definido em (5.18) e Y o conjunto dos pontos limite de (c2n−1)n.

Se c2n → 0 para n→ +∞, então

π2 (σess(J)) =
{
x = y2 − (c21 + c22) | y ∈ Y

}
.

Exemplo. seja {α1, α2, α3, · · ·} o conjunto dos números racionais do inter-

valo ]0, 1[ e considere-se que em (5.16) as entradas de J são definidas por

b0 = b1 = 0 , c2n = 1/n , c2n−1 = αn (n = 1, 2, · · ·) .

Então, é π2(x) = x2 − 1 − α2
1, Y = [0, 1] e S = [−1 − α2

1,−α2
1], logo

σess(J) ⊆ π−1
2 (S) = [−1, 1] .
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5.4 Espectro essencial obtido via uma transfor-

mação cúbica

Seja J um operador de Jacobi em ℓ2(C) definido por

J :=




b0 c1 0 0 0 · · ·
c1 b1 c2 0 0 · · ·
0 c2 b2 c3 0 · · ·
0 0 c3 b3 c4 · · ·
0 0 0 c4 b4 · · ·
...

...
...

...
...

. . .




, (5.20)

onde

bn ∈ R , cn > 0 , sup
n∈N

{cn + |bn|} <∞ . (5.21)

Suponha-se que as condições

(i) b3n+2 = b2 (iii) c23n+1 − b3nb3n+1 = c21 − b0b1

(ii) b3n + b3n+1 = b0 + b1 (iv) c23n + c23n−1 = c23 + c22
(5.22)

se verificam para todo o n = 1, 2, · · ·. Nestas condições, vamos mostrar que J

está relacionado com uma transformação cúbica. De facto, tem-se

b(j)n = b3n+j , a(j)
n = c23n+j (j = 0, 1, 2)

para todo o n. As hipótese (5.22) garantem que as condições (i)–(iv) do Teorema

4.1 são verificadas (com k = 3 e m = 2, e tomando r = 0), tendo-se

rn := c23b4 + c22b0 − c23n+3b3n+4 − c23n+2b3n ,

sn := c23nc
2
3n+1c

2
3n+2 ,

θ2(x) := x2 − (b0 + b1)x+ b0b1 − c21 ,

π3(x) := x3 − (b0 + b1 + b2)x
2 + (b0b1 + b0b2 + b1b2 − c21 − c22 − c23)x

+ c22b0 + c21b2 + c23b4 − b0b1b2 .

(5.23)

Assim, calculando π3(J), após alguns cálculos é possível determinar as matrizes

Ãn e B̃n que figuram em (5.15), logo, de (5.14), obtém-se

An =




c23n(b3n − b3n+1) + c23n+3(b3n+4 − b3n) c3n+1(c
2
3n − c23n+3) 0

c3n+1(c
2
3n − c23n+3) c23n+3(b3n+4 − b3n+1) 0

0 0 0
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para todo o n = 0, 1, 2, · · · (com a convenção c0 = 0) e

Bn = c3n




c3n−2c3n−1 − c3n+1c3n+2 0 0

c3n−1 (b3n − b3n−3) c3n+1 (c3n−1 − c3n+2) 0

0 0 0




para todo o n = 1, 2, · · ·. Deste modo, do Teorema 5.7, deduz-se:

Teorema 5.12. Seja J o operador de Jacobi definido por (5.20)–(5.22). Sejam

π3 o polinómio dado por (5.23) e Y o conjunto dos pontos limite de (b3n)n. Se

c3n → 0 para n→ +∞, então

π3 (σess(J)) = S := { x = c22b0 + c23b4 − (c22 + c23)y | y ∈ Y } .

Exemplo 1. Escolhendo

bn = 0 , c3n+1 = 1 , c3n = 1/
√
n+ 1 , c3n−1 =

√
n/(n+ 1) ,

obtém-se π3(x) = x(x2 − 2) e S = {0}, logo deduz-se

σess(J) ⊆ π−1
3 ({0}) = {−

√
2, 0,

√
2 } .

Exemplo 2. Sejam b ∈ R e c > 0. Escolhendo

b3n = c sin2(n+ 1) , b3n+1 = c cos2(n+ 1) , b3n+2 = b ,

c3n+1 = c
2 |sin(2n+ 2)| , c3n = 1/

√
n+ 1 , c3n−1 =

√
n/(n+ 1) ,

obtém-se

θ2(x) = x(x− c) ,

π3(x) = x3 − (b + c)x2 + (bc− 1)x+ c
2

(
sin2 1 + cos2 2

)

e Y = [0, c] (porque o conjunto {sinn |n ∈ N} é denso no intervalo [−1, 1]), logo

S =
[
c
2

(
sin2 1 + cos2 2

)
− c, c2

(
sin2 1 + cos2 2

) ]
.

Assim, deduz-se

σess(J) ⊆ π−1
3 (S) = I1 ∪ I2 ∪ I3 ,

onde

I1 :=

[
b−

√
b2+4
2 ,min

{
0,

c+b−
√

(c−b)2+4

2

}]
,

I2 :=

[
max

{
0,

c+b−
√

(c−b)2+4

2

}
,min

{
c, b+

√
b2+4
2

}]
,

I3 :=

[
max{c, b+

√
b2+4
2 }, c+b+

√
(c−b)2+4

2

]
.
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Conclui-se, assim, que o conjunto σess(J) está contido

(i) numa união de três intervalos disjuntos se bc 6= 1 e c(b− c) 6= 1;

(ii) numa união de dois intervalos disjuntos se bc 6= 1 e c(c − b) = 1, ou se

bc = 1 e c(c− b) 6= 1;

(iii) no intervalo
[
−

√
2

2 ,
3
√

2
2

]
se bc = c(c− b) = 1 (i.e., b = 1/

√
2 e c =

√
2).

As figuras 5.1−5.4 ilustram o conjunto I1 ∪ I2 ∪ I3 (a vermelho) para algumas

escolhas dos parâmetros b e c.

Figura 5.1: b = 0 , c = 1

2

θ2

ξ

η

π3

π′
3

Figura 5.2: b = −
3

2
, c = 1

2

η

ξ

π′
3

π3

θ2

Figura 5.3: b = 1 , c = 1

η

ξ

π′
3

π3

θ2

Figura 5.4: b =
√

2

2
, c =

√

2

η

ξ

π′
3

π3

θ2
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Apêndice A

Modificações racionais de

medidas

Sejam u e v duas funcionais regulares e suponha-se que cada uma destas fun-

cionais é uma modificação racional da outra, i.e., existem polinómios Λ e φ tais

que, no sentido distribucional,

Λ(x)u = φ(x)v . (A.1)

Designem M e N os graus de Λ e φ (resp.) e ponha-se

Λ(x) =

M∏

i=1

(x− xi) , φ(x) =

N∏

j=1

(x − yj) .

Nestas condições, constata-se facilmente que u se pode exprimir em função de

v pela fórmula

u =
M∑

i=1

u0,i

M−i∏

j=1

(x− xM−j+1)
−1δ(x − xi) +

M∏

i=1

(x− xM−i+1)
−1φ(x)v , (A.2)

onde

u0,i :=



M−i∏

j=1

(x− xM−j+1)u




0

, i = 1, 2, . . . ,M .

Admita-se ainda que as funcionais regulares u e v são definidas positivas, de

modo que existem duas medidas de Borel positivas, dµ1 e dµ2, com momentos

finitos de todas as ordens e suportes infinitos, que representam u e v no sentido

usual (estabelecido pelo teorema de representação) e que todos os zeros do

polinómio Λ são reais e distintos, digamos, x1 < x2 < · · · < xM , e que estão
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todos fora do invólucro convexo do suporte de dµ1. Nestas condições, vamos

provar que as medidas dµ1 e dµ2 estão relacionadas por

dµ1(x) =

∣∣∣∣
φ(x)

Λ(x)

∣∣∣∣ dµ2(x) +
M∑

i=1

Miδxi
, (A.3)

onde

Mi :=
1

Λ′(xi)





i∑

j=1

j−1∏

k=1

(xi − xk)u0,j −
N−1∑

j=0

vj
j!

(θxi
φ)(j) (0) − φ(xi)F (xi, dµ2)





para todo o i = 1, 2, · · · ,M . Para provar (A.3), começamos por mostrar que

〈∏M
i=1(x− xM−i+1)

−1φ(x)v, f
〉

=

〈
v, φ(x)

[
f(x)

∏M
i=1(x− xi)

−
M∑

i=1

f(xi)

(x− xi)
∏M
j=1,j 6=i(xi − xj)

]〉 (A.4)

e

〈∏M−i
j=1 (x− xM−j+1)

−1δxi
, f
〉

=

〈
δxi
,

f(x)
∏M
k=i+1(x− xk)

−
M∑

j=i+1

f(xj)

(x− xj)
∏M
k=i+1,k 6=j(xj − xk)

〉 (A.5)

para todo o i = 1, 2, · · · ,M . A prova destas igualdades faz-se por indução sobre

M . Prove-se primeiro (A.4). É evidente que (A.4) se verifica para M = 1, pois

〈
(x− x1)

−1φ(x)v, f
〉

=
〈
φ(x)v, f(x)−f(x1)

x−x1

〉
=
〈
v, φ(x)

[
f(x)
x−x1

− f(x1)
x−x1

]〉
.

Suponha-se agora que (A.4) se verifica para o inteiro M e prove-se que, então,

também se verifica para o sucessor, M + 1. De facto, tem-se sucessivamente

〈∏M+1
i=1 (x− xM−i+2)

−1φ(x)v, f
〉

=
〈
(x− xM+1)

−1
∏M
i=1(x − xM−i+1)

−1φ(x)v, f
〉

=

〈∏M
i=1(x − xM−i+1)

−1φ(x)v,
f(x) − f(xM+1)

x− xM+1

〉

=

〈
v, φ(x)

[
f(x)

∏M+1
i=1 (x − xi)

− f(xM+1)∏M+1
i=1 (x − xi)

−
M∑

i=1

(
f(xi)

(x− xi)
∏M+1
j=1,j 6=i(xi − xj)

− f(xM+1)

(x− xi)
∏M+1
j=1,j 6=i(xi − xj)

)]〉
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=

〈
v, φ(x)

[
f(x)

∏M+1
i=1 (x− xi)

− f(xM+1)

(x− xM+1)
∏M
j=1(xM+1 − xj)

−
M∑

i=1

f(xi)

(x − xi)
∏M+1
j=1,j 6=i(xi − xj)

]〉

=

〈
v, φ(x)

[
f(x)

∏M+1
i=1 (x− xi)

−
M+1∑

i=1

f(xi)

(x− xi)
∏M+1
j=1,j 6=i(xi − xj)

]〉
,

onde a terceira igualdade é justificada pela hipótese de indução e a quarta igual-

dade é justificada pelo facto de ser (efectuando uma decomposição do primeiro

membro em funções racionais)

f(xM+1)∏M+1
i=1 (x − xi)

=

M+1∑

i=1

f(xM+1)

(x− xi)
∏M+1
j=1,j 6=i(xi − xj)

.

A prova de (A.5) faz-se seguindo um raciocínio análogo ao anterior. De seguida,

recorde-se que, por definição do operador θxi
, é θxi

(φ(x)) = φ(x)−φ(xi)
x−xi

, logo

pode-se escrever θxi
(φ(x)) =

∑N−1
j=0

(θxi
φ)(j)

(0)

j! xj e, consequentemente,

φ(x) =



N−1∑

j=0

(θxi
φ)

(j)
(0)

j!
xj


 (x− xi) + φ(xi) , i = 1, 2, · · · ,M . (A.6)

De (A.2), (A.4), (A.5) e (A.6) deduz-se

dµ1(x) =

∣∣∣∣
φ(x)

Λ(x)

∣∣∣∣ dµ2(x) +

M∑

i=1


miδxi

+

M∑

j=i+1

u0,i∏M
k=i,k 6=j (xj − xk)

δxj


 ,

onde

mi :=
u0,i∏M

k=i+1 (xi − xk)
− 1

Λ′(xi)






N−1∑

j=0

vj
j!

(θxi
φ)

(j)
(0) + φ(xi)F (xi, dµ2)




 ,

o que prova (A.3).
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Apêndice B

Complemento à secção 2.4

Neste Apêndice apresentam-se justificações detalhadas para duas afirmações

feitas na secção 2.4. As notações aqui consideradas são as da secção 2.4.

B.1 Determinação de Φ1, Φ2, Ψ2 e Ψ3

Nesta secção determinam-se os polinómios Φ1,Φ2,Ψ2 e Ψ3 indicados em (2.31).

Uma vez que são conhecidos os primeiros cinco polinómios da família (Qn)n,

pode-se concluir, de (2.30), que

P0(x) = 1 , P1(x) = x− 1
2 , P2(x) = x2 − 2

3x− 1
15 ,

P3(x) = x3 − 3
4x

2 − 3
14x+ 3

28 .

Além disso, como (Pn)n e (Qn)n satisfazem as RRTT’s

Pn+1(x) = (x− βn)Pn − γnPn−1 , Qn+1(x) = (x − β̃n)Qn − γ̃nQn−1

(n = 0, 1, 2, · · ·), deduz-se γ1 = 3
20 , γ2 = 64

315 , γ̃1 = 1
3 , γ̃2 = 4

15 e γ̃3 = 9
35 . Sejam

u e v as funcionais regulares a respeito das quais (Pn)n e (Qn)n são SPOM’s

(resp.), normalizadas de modo que u0 = v0 = 1. Uma vez que 〈u, P0〉 = u0,

0 = 〈u, P1〉 = u1 − 1
2u0, 0 = 〈u, P2〉 = u2 − 2

3u1 − 1
15u0 e 0 = 〈u, P3〉 =

u3− 3
4u2− 3

14u1 + 3
28u0, deduz-se u1 = 1

2 , u2 = 2
5 e u3 = 3

10 . Analogamente tem-

se 〈v, Q0〉 = v0, 0 = 〈v, Q1〉 = v1, 0 = 〈v, Q2〉 = v2− 1
3v0, 0 = 〈v, Q3〉 = v3− 3

5v1

e 0 = 〈v, Q4〉 = v4 − 6
7v2 + 3

35v0, donde v1 = 0, v2 = 1
3 , v3 = 0 e v4 = 1

5 . Por

outro lado, nas condições deste exemplo, (2.9) reduz-se a

 1 r1

1 s1




 d0

d1


 =


 e0

c0


 ,
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donde

d0 =
s1

s1 − r1
e0 −

r1
s1 − r1

c0 , d1 =
1

s1 − r1
c0 −

1

s1 − r1
e0 . (B.1)

Considere-se o sistema constituído pelas duas equações que se obtêm de (2.7) e

de (2.8) para n = 1. Multiplicando a primeira destas equações por s2 e a segunda

por r2, e subtraindo as equações resultantes, membro a membro, obtém-se

s2e1 − r2c1 = (s2 − r2)d1 ,

donde, atendendo à segunda igualdade em (B.1),

s2 − r2
s1 − r1

e0 + s2e1 =
s2 − r2
s1 − r1

c0 + r2c1 . (B.2)

Como, neste exemplo, é k = 1 e m = 0, (2.13) e (2.14) reduzem-se a

Dcn = −(n+ 1)bn+1 , en = an (n = 0, 1, 2, · · ·) , (B.3)

logo, tomando a derivada (distribucional) em ambos os membros de (B.2) e

atendendo às relações (2.4), obtém-se

D (Φ1u) = Ψ2v ,

onde (atenda-se a que se assume que u0 = v0 = 1)

Φ1(x) :=
s2 − r2
s1 − r1

P0(x) +
s2

〈u, P 2
1 〉
P1(x) =

s2 − r2
s1 − r1

P0(x) +
s2
γ1
P1(x)

= −8

3
x+

8

3
,

Ψ2(x) :=
r2 − s2

(s1 − r1)〈v, Q2
1〉
Q1(x) −

2r2
〈v, Q2

2〉
Q2(x)

=
r2 − s2

(s1 − r1)γ̃1
Q1(x) −

2r2
γ̃1γ̃2

Q2(x)

= −6x2 − 4x+ 2 .

De seguida, considere-se o sistema constituído pelas duas equações que se obtêm

de (2.7) e de (2.8) para n = 2. Multiplicando a primeira destas equações por s3

e a segunda por r3, e subtraindo as equações resultantes, obtém-se

s3e2 − r3c2 = (s3 − r3)d2 =
s3 − r3
r2

(e1 − d1) , (B.4)

sendo a última igualdade justificada por (2.7) para n = 1. Assim, substituindo

a expressão de d1 dada por (B.1) em (B.4), deduz-se

r3 − s3
r2(s1 − r1)

e0 +
r3 − s3
r2

e1 + s3e2 =
r3 − s3

r2(s1 − r1)
c0 + r3c2 ,
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donde, derivando e tendo em conta (B.3),

D (Φ2u) = Ψ3v ,

com
Φ2(x) =

r3 − s3
r2(s1 − r1)

P0(x) +
r3 − s3
r2γ1

P1(x) +
s3
γ1γ2

P2(x)

= −225

16
x2 +

225

8
x− 225

16
,

Ψ3(x) =
s3 − r3

r2(s1 − r1)γ̃1
Q1(x) −

3r3
γ̃1γ̃2γ̃3

Q3(x)

= −675

16
x3 +

675

16
x ,

o que conclui a prova de (2.31).

B.2 Determinação das classes de u e v

Nesta secção aplica-se o algoritmo de redução da classe de uma funcional semi-

clássica descrito na secção 1.5 e mostra-se que as funcionais u e v que aparecem

no exemplo da secção 2.4 satisfazem as equações diferenciais distribucionais

(2.33). Partimos das equações (2.32), as quais estabelecem que u e v são fun-

cionais semiclássicas de classes quando muito 2 e 4 (resp.). Há que mostrar

que é possível “reduzir” estas classes, provando que, de facto, u e v satisfazem

(2.33), i.e., são de classe 0.

Redução da classe de u

Considerando as notações adoptadas no algoritmo de redução da classe, sejam

Φ(x) := (x2 − 1)2 e Ψ(x) := 6(x2 − 1)(x − 1
3 ). Então Ψ(−1) − Φ′(−1) = 0

e θ−1Ψ(x) − θ2−1Φ(x) = 5x2 − 6x + 1 = (5x − 1)(x − 1), o que implica que

〈u, θ−1Ψ(x)−θ2−1Φ(x)〉 = 5u2−6u1 +u0 = 0, logo a primeira equação de (2.32)

reduz-se a

D
(
Φ̃0(x)u

)
= Ψ̃0(x)u , (B.5)

onde Φ̃0(x) := θ−1Φ(x) = (x − 1)2(x + 1) e Ψ̃0(x) := θ−1Ψ(x) − θ2−1Φ(x) =

(5x− 1)(x− 1). Como Ψ̃0(1)− Φ̃′
0(1) = 0 e θ1Ψ̃0(x)− θ21Φ̃0(x) = 4x− 2, tem-se

〈u, θ1Ψ̃0(x) − θ21Φ̃0(x)〉 = 4u1 − 2u0 = 0, o que implica que (B.5) se reduz a

D
(
Φ̃1(x)u

)
= Ψ̃1(x)u , (B.6)

com Φ̃1(x) := θ1Φ̃0(x) = x2 − 1 e Ψ̃1(x) := θ1Ψ̃0(x) − θ21Φ̃0(x) = 2(2x − 1), o

que prova a primeira equação em (2.33).
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Redução da classe de v

Sejam Φ(x) := (x+1)2(x−1)4 e Ψ(x) := 6(x+1)(x−1)3(x+ 1
3 ). Então Ψ(−1)−

Φ′(−1) = 0 e θ−1Ψ(x)−θ2−1Φ(x) = 5x4−12x3 +6x2 +4x−3 = (5x+3)(x−1)3,

o que implica que 〈v, θ−1Ψ(x) − θ2−1Φ(x)〉 = 5v4 − 12v3 + 6v2 + 4v1 − 3v0 = 0,

logo a segunda equação que figura em (2.32) reduz-se a

D
(
Φ̃0(x)v

)
= Ψ̃0(x)v , (B.7)

onde Φ̃0(x) := θ−1Φ(x) = (x − 1)4(x + 1) e Ψ̃0(x) := θ−1Ψ(x) − θ2−1Φ(x) =

(5x+3)(x−1)3. Como Ψ̃0(1)−Φ̃′
0(1) = 0 e θ1Ψ̃0(x)−θ21Φ̃0(x) = 4x3−6x2+2 =

2(2x + 1)(x − 1)2, tem-se 〈v, θ1Ψ̃0(x) − θ21Φ̃0(x)〉 = 4v3 − 6v2 + 2v0 = 0, logo

(B.7) reduz-se a

D
(
Φ̃1(x)v

)
= Ψ̃1(x)v , (B.8)

com Φ̃1(x) := θ1Φ̃0(x) = (x+1)(x−1)3 e Ψ̃1(x) := θ1Ψ̃0(x)−θ21Φ̃0(x) = 2(2x+

1)(x−1)2. Uma vez que Ψ̃1(1)−Φ̃′
1(1) = 0 e θ1Ψ̃1(x)−θ21Φ̃1(x) = 3x2−2x−1 =

(3x + 1)(x − 1), obtém-se 〈v, θ1Ψ̃1(x) − θ21Φ̃1(x)〉 = 3v2 − 2v1 − v0 = 0, o que

implica que (B.8) se reduz a

D
(
Φ̃2(x)v

)
= Ψ̃2(x)v , (B.9)

com Φ̃2(x) := θ1Φ̃1(x) = (x + 1)(x − 1)2 e Ψ̃2(x) := θ1Ψ̃1(x) − θ21Φ̃1(x) =

(3x + 1)(x − 1). Como Ψ̃2(1) − Φ̃′
2(1) = 0 e θ1Ψ̃2(x) − θ21Φ̃2(x) = 2x tem-se

〈v, θ1Ψ̃2(x) − θ21Φ̃2(x)〉 = 2v1 = 0, logo (B.9) reduz-se a

D
(
Φ̃3(x)v

)
= Ψ̃3(x)v , (B.10)

com Φ̃3(x) := θ1Φ̃2(x) = x2 − 1 e Ψ̃3(x) := θ1Ψ̃2(x) − θ21Φ̃2(x) = 2x, o que

prova a segunda equação em (2.33).



Apêndice C

Complemento à secção 4.6

O objectivo neste Apêndice é determinar a medida a respeito da qual a SPOM

(Qn)n que figura no exemplo da secção 4.6 é ortogonal. Considere-se a SPOM

(q̃n)n que satisfaz a RRTT

q̃n+1(x) =
(
x+ 5

8

)
q̃n(x) − 9

8 q̃n−1(x) , n ≥ 0

q̃−1(x) = 0 q̃0(x) = 1 .
(C.1)

Verifica-se facilmente que

q̃n(x) =

(
3
√

2

4

)n
Un

(
8x+ 5

12
√

2

)
= q̃ (1)

n (x) , n ≥ 0 (C.2)

e, portanto, (q̃n)n é uma SPOM a respeito da medida

dσq̃(x) =
2
√

2

3π

√

1 −
(

8x+ 5

12
√

2

)2

χ ]− 5
8− 3

2

√
2,−5

8+
3
2

√
2
[ (x) dx (C.3)

(cf. secção 1.4). Uma vez que (Qn)n satisfaz

Qn+1(x) =
(
x+ 5

8

)
Qn(x) − 9

8Qn−1(x) , n ≥ 2

Q0(x) = 1 , Q1(x) = x , Q2(x) = x2 + 5
8x− 27

16 ,

obtém-se, por (1.28),

Qn(x) =
3

2
q̃n(x) −

(
1

2

(
x+

5

8

)
+

5

8

)
q̃

(1)
n−1(x) , n ≥ 1 .

Assim, atendendo a (C.1), tem-se, para todo o n ≥ 0,

Qn(x) = 3
2 q̃n(x) − 1

2

(
q̃n(x) + 9

8 q̃n−2(x)
)
− 5

8 q̃n−1(x)

= q̃n(x) − 5
8 q̃n−1(x) − 9

16 q̃n−2(x)

=
(

3
√

2
4

)n {
Un

(
8x+5
12

√
2

)
− 5

√
2

12 Un−1

(
8x+5
12

√
2

)
− 1

2 Un−2

(
8x+5
12

√
2

)}
,
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sendo a última igualdade justificada por (C.2). Designem u e v as funcionais

regulares associadas às SPOM’s (Qn)n e (q̃n)n, respectivamente. Uma vez que

Qn(x) = q̃n(x) − 5
8 q̃n−1(x) − 9

16 q̃n−2(x) , n ≥ 0 ,

então existem constantes a, b e λ tais que

(x− a)(x− b)u = λv . (C.4)

Daqui, 



〈(x− a)(x − b)u, 1〉 = λ〈v, 1〉
〈(x− a)(x − b)u, Q1(x)〉 = λ〈v, Q1(x)〉
〈(x− a)(x − b)u, Q2(x)〉 = λ〈v, Q2(x)〉 .

(C.5)

Agora, observe-se que:

〈v, 1〉 = v0 ;

〈v, Q1(x)〉 = 〈v, q̃1(x) − 5
8 〉 = − 5

8 v0 ;

〈v, Q2(x)〉 = 〈v, q̃2(x) − 5
8 q̃1(x) − 9

16 〉 = − 9
16 v0 ;

〈(x− a)(x − b)u, 1〉
= 〈u, (x− a)(x− b)〉 = 〈u, x2 − (a+ b)Q1(x) + ab〉
= 〈u, x2 + ab〉 = 〈u, Q2(x) − 5

8 Q1(x) + 27
16 + ab〉 =

(
27
16 + ab

)
u0 ;

〈(x − a)(x− b)u, Q1(x)〉
= 〈u, (x− a)(x − b)Q1(x)〉 = 〈u, x3 − (a+ b)x2 + abx〉
= 〈u, Q3(x) − (a+ b+ 5

4 )x2 + 135
128 〉 = −(a+ b+ 5

4 )〈u, Q2(x) + 27
16 〉 + 135

128u0

=
[
− 27

16 (a+ b+ 5
4 ) + 135

128

]
u0 =

[
− 27

16 (a+ b) − 135
128

]
u0 ;

〈(x− a)(x − b)u, Q2(x)〉
= 〈u, x4 + (5

8 − a− b)x3 −
(

5
8 (a+ b) − ab+ 27

16

)
x2 − 27

16ab〉
= 〈u, Q4(x) − (5

4 + a+ b)x3 + (ab− 5
8 (a+ b) + 69

64 )x2 − 27
16ab− 1269

1024 〉
= −(5

4 + a+ b)〈u, x3〉 + (ab− 5
8 (a+ b) + 69

64 )〈u, x2〉 − (27
16ab+ 1269

1024 )u0

= 243
128u0 ,

onde, na última igualdade, se teve em conta que

〈u, x3〉 = 〈u, Q3(x) − 5
4x

2 + 135
128 〉 = − 5

4 〈u, x2〉 + 135
128u0

= − 5
4 〈u, Q2(x) + 27

16 〉 + 135
128u0 = − 135

64 u0 + 135
128u0 = − 135

128u0 .

Assim, e admitindo que u0 = v0 = 1, (C.5) dá lugar a





λ− 27
16 − ab = 0

5
8λ− 27

16 (a+ b) − 135
128 = 0

9
16λ+ 243

128 = 0

⇔






λ = − 27
8

a = 3
2

b = − 27
8

∨






λ = − 27
8

a = − 27
8

b = 3
2 .
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Sem perda de generalidade, considere-se

λ = −27

8
, a =

3

2
, b = −27

8
. (C.6)

Como u é uma funcional regular definida-positiva, então é representada por uma

medida de Borel positiva (no sentido do teorema de representação), digamos,

dσq. Além disso, recorde-se que v é representada pela medida dσq̃. Assim,

como se verifica (C.4), atendendo aos resultados estabelecidos no Apêndice A

(cf. (A.1) e (A.3)), tem-se

dσq(x) = M1δ(x− a) +M2δ(x− b) +

∣∣∣∣
λ

(x− a)(x − b)

∣∣∣∣ dσq̃(x) , (C.7)

onde

M1 :=
u1 − bu0 − λF (a, dσq̃)

a− b
, M2 := u0 −

u1 − bu0 − λF (b, dσq̃)

a− b
.

Atendendo a (C.6) e a que u0 = 1, u1 = 〈u, x〉 = 〈u, q1〉 = 0 e (cf. secção 1.4)

F (z, dσq̃) = − 4
9

(
z + 5

8

)
+ 2

√
2

3

(
2
9

(
z + 5

8

)2 − 1
) 1

2

,

conclui-se que M1 = 1
13 e M2 = 0. Finalmente, de (C.3), (C.6) e (C.7), obtém-se

dσq(x) =
1

13
δ
(
x− 3

2

)
+ wσq

(x)χ ]− 5
8− 3

2

√
2,−5

8+
3
2

√
2
[ (x) dx ,

onde

wσq
(x) := − 36

√
2

π (2x− 3)(8x+ 27)

√

1 −
(

8x+ 5

12
√

2

)2

.
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